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I. MODELUL CU FAZORI AL MAŞINII ASINCRONE 
 

I.1. ECUAŢIILE MAŞINII ASINCRONE TRIFAZATE ÎN COORDONATELE 
FAZELOR 

 
 Modelarea matematică a maşinii asincrone implică scrierea ecuaţiilor de funcţionare în re-
gim staţionar şi tranzitoriu. Pentru aceasta, se consideră uzual următoarele ipoteze simplificatoare: 
  maşina se consideră perfect simetrică din punct de vedere geometric, electric şi magnetic; 
  se neglijează saturaţia miezului feromagnetic, caracteristica de magnetizare a acestuia pre-
supunându-se liniară; 
  se neglijează pierderile de magnetizare; 
  se consideră că întrefierul este perfect constant (făcând abstracţie de prezenţa dinţilor şi a 
crestăturilor), iar distribuţia spaţială a solenaţiilor şi a inducţiei magnetice de-a lungul acestuia este 
sinusoidală, prin aceasta neglijându-se armonicile superioare de câmp; 
  rezistenţele şi inductanţele înfăşurărilor sunt constante în raport cu temperatura; 
  parametrii rotorului sunt raportaţi la stator, fluxurile magnetice raportate definindu-se în 
funcţie de inductanţele corespunzătoare şi curenţii raportaţi. 
 Ipotezele simplificatoare mai sus menţionate, vor avea următoarele consecinţe pentru mode-
larea matematică: 

 inductanţele proprii ale înfăşurărilor sunt constante în raport cu curenţii care circulă prin 
acestea; 
  fluxul rezultant în maşină se obţine prin însumarea fluxurilor produse de înfăşurările a-
cesteia (prin neglijarea fenomenului de saturaţie, circuitele magnetice rezultă liniare şi se poate apli-
ca porincipiul superpoziţiei); 
  inductanţele mutuale dintre înfaşurările statorice şi rotorice variază sinusoidal în funcţie 
de unghiul electric dintre axele magnetice ale acestora. 

Cercetările şi rezultatele experimentale, demons-
trează că aceste ipoteze simplificatoare nu alterează sem-
nificativ rezultatele modelării matematice. 
 Fără a insista asupra elementelor constructive, în 
figura 1.1 se prezintă schema electrică echivalentă a ma-
şinii asincrone trifazate simetrice, cu rotor bobinat. 
 După cum se poate observa, axele magnetice ale 
înfăşurărilor statorice sunt dispuse pe direcţiile as – bs – 
cs, iar axele magnetice ale înfăşurărilor rotorice pe di-
recţiile ar – br – cr. Poziţia relativă a rotorului faţă de 
stator este caracterizată prin unghiul θr, viteza unghiulară 
a rotorului fiind Ωr. Dacă maşina are 2 poli, (p=1), Ωr = 
ωr. Aceasta înseamnă că Ωr reprezintă în esenţă viteza e-
lectrică a maşinii, deoarece viteza mecanică este de p ori 
mai mică decât cea electrică. În cele ce urmează, se vor 
considera parametrii rotorului raportaţi la stator, dar pen-

tru uşurinţa scrierii ecuaţiilor, se va renunţa la indicele “prim” care pune în evidenţă operaţia de ra-
portare. 
 
 I.1.1. Ecuaţiile tensiunilor 
 Utilizând notaţiile din figura 1.1 şi ţinând cont de precizările de mai sus, ecuaţiile tensiunilor 
de fază vor avea forma: 
 

   Fig. 1.1. Schema electrică a maşinii 
                 asincrone trifazate. 
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                                        pentru stator şi respectiv:                                           pentru rotor,         (1.1) 
 
 
 
în care Rs, Rr reprezintă rezistenţele ohmice ale înfăşurărilor de fază ale statorului şi respectiv ro-
torului, iar Ψij (i = a,b,c; j = s,r) reprezintă fluxurile totale corespunzătoare acestor înfăşurări de fa-
ză. Fluxurile totale cuprind atât fluxurile proprii (produse de curenţii care circulă prin înfăşurările 
respective), cât şi fluxurile datorate curenţilor care circulă prin toate celelalte înfăşurări statorice sau 
rotorice. Altfel spus, o anumită înfăşurare, este supusă atât influenţei câmpului magnetic produs de 
curentul care circulă prin ea, cât şi influenţelor câmpurilor magnetice produse de curenţii care circu-
lă prin celelalte înfăşurări, fie statorice, fie rotorice.  
 
 I.1.2. Ecuaţiile fluxurilor magnetice 
 Fluxurile magnetice corespunzătoare înfăşurărilor de fază se vor exprima în funcţie de in-
ductanţe şi de curenţii care circulă prin înfăşurări, ţinând cont de toate cuplajele magnetice existente 
între acestea. Conform schemei electrice a maşinii asincrone trifazate prezentate în figura 1.1, flu-
xurile magnetice se pot scrie conform relaţiilor de mai jos: 
 
                                                                                                                        pentru stator şi        (1.2.) 
 
 

 
                                                                                                                       pentru rotor.             (1.3) 
 

În aceste ecuaţii: 
 • Lasas = Lbsbs = Lcscs = Ls = Lms + Lσs reprezintă inductanţa totală a înfăşurării de fază statori-
ce, formată din inductanţa utilă Lms şi inductanţa de scăpări (de dispersie) Lσs. 
 • Larar = Lbrbr = Lcrcr = Lr = Lmr + Lσr reprezintă inductanţa totală a înfăşurării de fază rotori-
ce, formată din inductanţa utilă Lmr şi inductanţa de scăpări Lσr. 
 • Lisjs = Ljsis , Lirjr = Ljrir , Lisjr = Ljsir , Lirjs = Ljris , cu i ≠ j şi i,j = a,b,c, din motive de simetrie 
electromagnetică a maşinii. 
 • Lasbs = Lbscs = Lcsas = Lms cos(2π/3) = (-1/2)Lms şi Lascs = Lbsas = Lcsbs = Lms cos(4π/3) =  
(-1/2)Lms sunt inductanţele mutuale dintre înfăşurările de fază statorice. 
 • Larbr = Lbrcr = Lcrar = Lmr cos(2π/3) = (-1/2)Lmr şi Larcr = Lbrar  = Lcrbr  = Lmr cos(4π/3) =  
(-1/2)Lmr sunt inductanţele mutuale dintre înfăşurările de fază rotorice. 
 Inductanţele mutuale dintre o fază statorică şi o fază rotorică se exprimă în funcţie de induc-
tanţa mutuală maximă dintre aceste faze Lm şi unghiul dintre axele magnetice ale înfăşurărilor res-
pective θr, determinat de poziţia relativă a rotorului faţă de stator în corelaţie cu dispunerea simetri-
că a înfăşurărilor (decalate succesiv cu 2π/3 radiani). După cum am precizat, parametrii rotorului 
sunt raportaţi la stator, din care cauză inductanţa utilă de magnetizare a fazei rotorice Lmr raportată 
la stator este egală cu inductanţa utilă de magnetizare a fazei statorice Lms şi egală cu inductanţa co-
respunzătoare fluxului magnetic principal de fază a maşinii: Lms = Lmr = Lm. Aceste observaţii per-
mit scrierea ecuaţiilor fluxurilor sub forma următoare: 
 
 

(1.4) 
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pentru stator şi în mod similar pentru rotor: 
 
 
 

(1.5) 
 
 
 
 Notând: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1.6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ecuaţiile fluxurilor se pot scrie sub forma: 
                                                       ,    pentru stator şi respectiv:                                                    (1.7) 

 

                                                       ,    pentru rotor.                                                                        (1.8) 
 Dacă se notează: 
                                                   şi                                                                                                   (1.9) 
matricele tensiunilor corespunzătoare celor trei faze statorice, respectiv rotorice ale maşinii, prin u-
tilizarea relaţiilor (1.6) şi (1.9), se pot scrie ecuaţiile tensiunilor sub formă matriceală: 
 

(1.10) 
 
 
 Pentru a putea scrie mai compact ecuaţiile fluxurilor pentru maşina asincronă trifazată, se 
formează prin combinarea matricilor corespunzătoare mărimilor celor două armături: 
                                                                             şi                                                                       (1.11) 
denumite matricile fluxurilor şi curenţilor maşinii asincrone trifazate. Corespunzător, se va forma şi 
matricea inductanţelor, utilizând matricele Ls, Lr, Lsr(θr) şi Lrs(θr), conform relaţiei: 
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(1.12) 
 
 
 
 
 
 Relaţia (1.12), permite scrierea ecuaţiilor fluxurilor sub formă matriceală: 

(1.13) 
 
 I.1.3. Cuplul electromagnetic. Ecuaţia de mişcare 
 Determinarea expresiei cuplului elecromagnetic dezvoltat de maşina asincronă trifazată se 
poate face plecând de la teorema forţelor generalizate (lagrangeene) în câmp magnetic. Conform a-
cestei teoreme, energia localizată în câmpul magnetic al celor şase înfăşurări, este dată de relaţia: 
 

(1.14) 
 Cuplul electromagnetic dezvoltat de maşină va avea expresia generală: 
 

(1.15) 
 
în care, p = numărul de perechi de poli ai maşinii, θm = θr/p este unghiul mecanic dintre rotor şi sta-
tor, θr fiind unghiul electric. De menţionat este faptul că relaţia (1.15) nu evidenţiază clar posibilita-
tea ca maşină să dezvolte un cuplu electromagnetic dependent de timp. Dependenţa cuplului de 
timp rezultă din dependenţa curenţilor şi a inductanţelor de cuplaj de factorul timp (inductanţele de 
cuplaj depind de unghiul θr, care depinde la rândul său de timp). 

Ecuaţia de mişcare este de forma: 
(1.16) 

 

unde, M este cuplul electromagnetic dezvoltat de maşină, Ms este cuplul rezistent la arbore (cuplul 
de sarcină), J reprezintă momentul cinetic al tuturor maselor în mişcare de rotaţie raportat la arbore-
le maşinii, iar Ωm este viteza unghiulară. 
 După cum se poate remarca, modelul matematic al maşinii asincrone în coordonatele faze-
lor, cuprinde un sistem de şase ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi pentru tensiunile fazelor statorice 
şi rotorice, la care se adaugă ecuaţia de mişcare în care intervin inductanţele de cuplaj magnetic din-
tre rotor şi stator. Aceste inductanţe sunt variabile în timp datorită variaţiei în timp a poziţiei rotoru-
lui faţă de stator, ceea ce înseamnă că aceste inducţante depind de modul de funcţionare a maşinii. 
Din această cauză, modelul matematic al maşinii în coordonatele fazelor implică unele dificultăti de 
utilizare, în special în studiul regimurilor dinamice. 
 

 I.2. MODELUL MAŞINII ASINCRONE TRIFAZATE ÎN COORDONATE 
ORTOGONALE 

 
 I.2.1. Transformări de faze 

În scopul obţinerii unui sistem mai simplu de ecuaţii pentru modelarea matematică a maşinii 
asincrone trifazate, s-a introdus conceptul de model bifazat al maşinii trifazate. Pentru obţinerea a-
cestuia, fiecare din cele trei mărimi de fază (curenţi, tensiuni, fluxuri), se reduce la câte două com-
ponente, după două axe ortogonale, la care se adaugă componenta homopolară a sistemului trifazat 
care, de cele mai multe ori nu există sau nu se ia în considerare în calcul, deoarece influenţa ei este 
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neglijabilă. Astfel, fiecare din înfăşurările trifazate statorice şi rotorice, se înlocuieşte cu câte două 
înfăşurări ortogonale, iar maşina trifazată se reduce la o maşină bifazată echivalentă. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.2. Principiul transformării de faze: a) pentru mărimile statorice; b) pentru mărimile rotorice. 
 
 Relaţiile de transformare din sistemul trifazat as - bs - cs (respectiv ar - br - cr) în sistemul 
αs - βs (respectiv αr - βr) se obţin prin proiectarea mărimilor corespunzătoare fiecărei axe din siste-
mul trifazat pe cele două axe ale sistemului bifazat. Notând generic aceste mărimi cu m (curenţi, 
tensiuni, fluxuri) şi neglijând în prima etapă componenta homopolară, se pot scrie conform figurii 
1.2, următoarele relaţii: 
 
 

(1.17) 
 
 
pentru mărimile statorice şi respectiv: 
 
 

(1.18) 
 
 
pentru mărimile rotorice. 
 Prin transformări de faze, efectele mărimilor electrice şi magnetice nu trebuie să se modifi-
ce. Apariţia factorului de proporţionalitate 2/3 se justifică prin faptul că, după cum este bine cunos-
cut, în cazul maşinilor trifazate, alimentate de la un sistem trifazat simetric de tensiuni sinusoidale, 
solenaţia rezultantă a maşinii este de 3/2 ori mai mare decât solenaţia corespunzătoare unei singure 
faze. Dacă din solenaţia rezultantă se doreşte obţinerea solenaţiei corespunzătoare unei singure faze, 
existenţa factorului 2/3 este evidentă. 
 Relaţiile (1.17) şi (1.18), pot fi scrise matricial sub forma: 
 
 

(1.19) 
 
 
 Dacă se notează matricea de transformare a fazelor: 
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(1.21) 

 
relaţiile (1.19) se pot scrie sub forma: 

(1.22) 
 

 Trecerea de la sistemul trifazat la sistemul bifazat, se face deci, prin intermediul matricei de 
transformare F care, în cazul în care nu se ţine seama de componenta homopolară, are forma (1.20). 
 După cum se poate remarca din figura 1.2, în sistemele de coordonate bifazate ortogonale 
axele αs, respectiv αr, coincid cu axele fazelor as, respectiv ar. 
 Transformarea de faze inversă, de la sistemul bifazat la sistemul trifazat se face prin proiec-
tarea mărimilor bifazate de pe axele αs, respectiv αr, pe axele as, bs, cs (figura 1.2). Se vor putea 
scrie relaţiile: 
 
 
 

(1.23) 
 
 
 
pentru mărimile statorice şi: 
 
 
 

(1.24) 
 
 
 
pentru mărimile rotorice. 
 Notând şi în acest caz matricea de transformare inversă a fazelor: 
 
 
 

(1.25) 
 
 
se poate scrie ecuaţia matricială de transformare inversă, similară cu (1.22) 

(1.26) 
 În cazul în care se ţine cont şi de componenta homopolară, transformările de faze directe 
(din trifazat în bifazat) vor fi de forma: 
 
 
 

(1.27) 
 
 
 
 

pentru mărimile statorice şi similar pentru mărimile rotorice (indicele s se înlocuieşte cu indicele r). 
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respectiv: 
 
 

(1.29) 
 
 
 
permit scrierea ecuaţiei matriciale de transformare directă sub forma (1.22), singura diferenţă cons-
tând în expresia matricei F. 
 Transformarea de faze inversă (de la sistemul bifazat la sistemul trifazat), se face la fel ca în 
cazul anterior, cu singura diferenţă că se ţine cont de componenta homopolară: 
 
 
 

(1.30) 
 
 
 
pentru mărimile statorice şi similar, prin înlocuirea indicelui s cu indicele r, pentru mărimile rotori-
ce. În acest caz, matricea de transformare inversă a fazelor este: 
 
 

(1.31) 
 
 
 
 

adică inversa matricei F de transformare directă. Şi în acest caz, se poate scrie ecuaţia matricială de 
transformare inversă, similară cu (1.26), singura diferenţă fiind că în loc de matricea FI, va apare 
matricea inversă F-1. 
 Rezultatele transformărilor de faze sunt ilustrate în figura 1.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.3. Transformări de faze la maşina asincronă trifazată. 
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torului sau ale rotorului) nu mai există cuplaje magnetice, deoarece axele magnetice ale înfăşurări-
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fost obţinută prin transformare de faze), a cărei înfăşurări sunt fizic plasate înt-un sistem ortogonal 
de axe. Modelul bifazat este valabil deci atât pentru o maşină bifazată, cât şi pentru o maşină trifa-
zată după efectuarea transformărilor de faze. 
 
 I.2.2. Ecuaţiile tensiunilor maşinii asincrone bifazate. Transformări de axe 
 Conform celor afirmate în paragraful anterior, prin efectuarea transformărilor de faze, maşi-
na asincronă trifazată se transformă într-o maşină asinconă bifazată. Din această cauză, în figura 
1.4, axele magnetice ale înfăşurărilor au fost notate as – bs (respectiv ar – br) şi nu αs - βs 
(respectiv αr - βr) cum au fost notate în paragraful anterior, pentru a pune în evidenţă transformări-

le de faze. Poziţia rotorului faţă de stator este caracteri-
zată la un moment dat de unghiul electric θr, care se 
modifică în timp datorită vitezei electrice a rotorului 
Ωr. Sistemul de axe d-q, se roteşte faţă de axa fixă de 
referinţă care coincide în cazul de faţă cu axa as, cu vi-
teza Ωf, iar poziţia acestui sistem de axe este caracteri-
zată la un anumit moment de unghiul θf, raportat la a-
ceeaşi axă fixă de referinţă. 
 Cu precizările şi notaţiile menţionate în cazul 
maşinii asincrone trifazate, se pot scrie pentru maşina 
asincronă bifazată ecuaţiile tensiunilor: 
 
 

(1.32) 
 

 Sistemele de ecuaţii (1.32) au fost scrise în sisteme de referinţă diferite. Din această cauză, 
se pune problema utilizării unui sistem de referinţă unic. D – q. În acest scop, se proiectează pe di-
recţiile d şi respectiv q, mărimile statorice şi respectiv rotorice conform relaţiilor generale: 
 

(1.33) 
 
 Relaţiile (1.33) se pot scrie mai compact, sub formă matricială: 
 

(1.34) 
 

 Făcând notaţiile: 
 

(1.35) 
 
transformările de axe se pot scrie compact sub forma: 

(1.36) 
în care operatorii de transformare de axe (numiţi şi operatori de rotaţie), au expresiile: 
 

(1.37) 
 

şi proprietăţile: 
 

(1.38) 
 
 Matricile mărimilor rotorice au indicele θr deoarece rotorul este rotit faţă de stator cu un-
ghiul θr. 
 Transformarea inversă, din sistemul comun de axe d-q, în sistemele reale as – bs şi ar – br, 
respectă evident, relaţiile: 

(1.39) 
 

       Fig. 1.4. Schema electrică a maşinii  
                         asincrone bifazate 
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 Aplicând transformările de axe, ecuaţiile de funcţionare ale maşinii asincrone bifazate se vor 
putea scrie în referenţialul unic d – q, care în cazul cel mai general se roteşte faţă de o axă de refe-
rinţă fixă cu viteza θf. Principiul şi avantajele transformărilor de axe sunt ilustrate în figura 1.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.5. Transformări de axe la maşina asincronă bifazată. 
 
 Utilizând relaţiile (1.34) sau (1.36), pentru tensiunile, curenţii şi fluxurile din ecuaţiile 
(1.32), vor rezulta ecuaţiile tensiunilor maşinii asincrone bifazate, scrise într-un referenţial comun d 
– q: 
 

(1.39) 
 
 
în care, ωf = d(θf)/dt şi ωr = d(θr)/dt, deoarece am presupus iniţial p = 1, deci ωf = Ωf şi ωr = Ωr. 
  Observaţie  
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siune pe rezistenţa ohmică a fazei respective şi de tensiunea indusă datorită fluxului magnetic varia-
bil îmbrăţişat de faza în discuţie. Tensiunea totală indusă într-o înfăşurare Et, nu depinde de viteza 
sistemului de referinţă: 
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iar ωs,r reprezintă viteza cu care se rotesc conductoarele înfăşurării respective faţă de un referenţial 
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(1.42) 
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 I.2.3. Ecuaţiile fluxurilor maşinii asincrone bifazate 
 Înfăşurările statorului şi ale rotorului unei maşini asincrone bifazate sunt cuplate electro-
magnetic prin intermediul câmpului magnetic din întrefier, chiar dacă sunt izolate din punct de ve-
dere galvanic. Atât fluxul statoric, cât şi cel rotoric sunt rezultatul contribuţiei comune al curenţilor 
care circulă prin înfăşurările celor două armături. Deoarece între rotor şi stator există în general o 
mişcare relativă, inductanţa mutuală dintre o înfăşurare statorică şi o înfăşurare rotorică va depinde 
de poziţia rotorului la un moment dat. După cum am precizat, curba de magnetizare a fierului se 
consideră liniară, în acest caz putănd aplica principiul suprapunerii efectelor pentru calculul fluxuri-
lor. 
 Poziţia relativă dintre rotor şi stator la un moment dat este θr, dintre axa magnetică a fazei as 
a statorului şi respectiv a fazei ar a rotorului, conform figurii 1.6. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.6. Inductanţele maşinii asincrone bifazate. 
 
 Pentru exprimarea fluxurilor de fază se va ţine cont de faptul că fluxul îmbrăţişat de o fază 
oarecare a maşinii este determinat atât de curenţii statorici, cât şi de cei rotorici. În acest context se 
poate scrie: 
 

(1.44) 
 
în care inductanţele care intervin sunt indicate în figura 1.6. Considerând ca şi în cazul maşinii asin-
crone trifazate Lm inductanţa mutuală maximă dintre o fază statorică şi o fază rotorică în momentul 
în care axele magnetice ale celor două faze sunt coliniare, inductanţele mutuale din ecua-ţiile (1.44) 
vor avea forma: 
 
 
 

(1.45) 
 
 

 Deoarece rotorul îşi modifica poziţia faţă de stator (θr variază în timp), ecuaţiile fluxurilor 
vor avea coeficienţi constanţi numai dacă sunt raportate la acelaşi sistem de axe. Pentru raportarea 
la referenţialul d – q unic, se consideră relaţiile (1.36) care se aplică sistemului (1.44), cu inductan-
ţele definite în (1.45). Va rezulta: 
 

(1.46) 
 
 Inductanţele totale proprii ale înfăşurărilor de fază Ls şi Lr au aceleaşi expresii ca cele de la 
maşina trifazată, fiind suma dintre inductanţa proprie utilă şi inductanţa de scăpări. Dacă fluxurile şi 
curenţii sunt raportaţi la stator, se poate scrie: 

(1.47) 
relaţie care permite exprimarea convenabilă a fluxurilor şi ulterior, la reprezentarea schemelor echi-
valente. 
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 I.2.4. Curentul de magnetizare 
 Fundamentala tensiunii magnetomotoare (solenaţiei) produse de una dintre înfăşurările de 
fază ale maşinii, are o repartiţie sinusoidală de-a lungul întrefierului şi valoare maximă pe direcţia 
axei magnetice a înfăşurării respective. Din această cauză, solenaţia unei faze se poate reprezenta ca 
un vector coliniar cu direcţia axei magnetice a fazei respective. 
 Solenaţia rezultantă în maşină este efectul tuturor curenţilor de fază, putând fi scrisă vectori-
al sub forma: 

(1.48) 
 Vectorii reprezentativi ai solenaţiei de fază sunt proporţionali cu curenţii ce străbat înfăşură-
rile fazei respective: 

(1.49) 
în care curenţii rotorici sunt cei fizici care circulă prin maşină, iar coeficienţii de proporţionalitate 
kvs şi kvr depind de parametrii armăturii statorice şi respectiv rotorice. 

Curentul de magnetizare va fi vectorul: 
 

(1.50) 
 

unde raportul kvr/kvs este factorul de raportare la stator, al curenţilor rotorici. Expresia curentului de 
magnetizare va deveni în acest caz: 

(1.51) 
Proiectând vectorul curent de magnetizare pe axele d – q : 

 
(1.52) 

 
şi ţinând cont de relaţiile (1.33), rezultă componentele curentului de magnetizare: 
 

(1.53) 
 

Pornind de la relaţia (1.51), se pot obţine în mod similar, componentele curentului de mag-
netizare pe axele as – bs sau ar – br. 
 
 I.2.5. Puterea şi cuplul electromagnetic 
 Puterea electrică instantanene a maşinii asincrone bifazate caracterizează circulaţia energiei 
între reţeaua electrică şi maşină. În cazul cel mai general când alimentarea se face atât prin stator cât 
şi prin rotor, această putere instantanee va avea expresia: 

(1.54) 
 Deoarece operaţia de raportare nu modifică forma expresiei puterii instantanee, expresia 
(1.54) este valabilă în ambele cazuri (parametrii rotorici reali sau raportaţi). 
 În (1.54) se aplică transformările de axe (1.39) şi se obţine expresia puterii instantanee în re-
ferenţialul d – q:  

(1.55) 
 Şi în acest caz, pentru deducerea expresiei cuplului electromegnetic, se va apela la teorema 
forţelor generalizate (lagrangeene) în câmp magnetic: 
 

(1.56) 
 

 Wm reprezintă energia localizată în câmpul magnetic al celor patru înfăşurări cuplate magnetic, 
iar coordonata generalizată θ este unghiul geometric care reflectă poziţia rotorului în raport cu statorul 
la un moment dat. La o maşină bipolară, θ = θr, iar în cazul general, θ = θr/p. 
 

(1.57) 
Deoarece curenţii de fază sunt constanţi în raport cu coordonata generalizată, se poate scrie: 

 
(1.58) 
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În conformitate cu relaţiile (1.44) şi (1.45) care definesc fluxurile magnetice în maşină şi uti-
lizând relaţiile de transformare (1.39), se va obţine expresia cuplului electromagnetic în referenţialul 
comun d – q, în funcţie de curenţi: 

(1.59) 
 Pe baza relaţiilor (1.46)se poate exprima cuplul electromagnetic în funcţie de mărimile sta-
torice: 

(1.60) 
sau în funcţie de mărimile rotorice: 

(1.61) 
 Precizare I. Ecuaţia de mişcare îşi păstrază forma (1.16). 
 Precizare II. Din motive didactice, pentru o înţelegere  mai uşoară a modului de prezentare a 
modelului matematic al maşinii asincrone bifazate, provenite dintr-o maşină asincronă trifazată si-
metrică, s-au folosit relaţiile de transtormare de axe care consideră componenta homopolară nulă. 
Neglijarea componentei homopolare nu introduce erori în cazul sistemelor trifazate sau bifazate si-
metrice. Pe de altă parte, modelul prezentat mai sus corespunde unei maşini asincrone bifazate si-
metrice reale. 
 
 I.2.6. Modelul maşinii asincrone într-un referenţial solidar cu statorul 
 Odată realizate transformările de faze, maşina asincronă trifazată devine o maşină bifazată, 
care prin transformări de coordonate se poate modela într-un referenţial unic d – q. Acest referenţial 
se roteşte faţă de o referinţa fixă cu viteza ωf. Dacă se particularizează viteza de rotaţie a referenţialu-
lui unic ωf = 0, se va obţine modelul maşinii într-un referenţial solidar cu statorul. 
 Plecând de la sistemul de ecuaţii (1.39) şi anulând viteza de rotaţie a referenţialului unic se 
vor obţine ecuaţiile de funcţionare a maşinii într-un referenţial solidar cu statorul. 
 
 
 

(1.62) 
 
 
 
 
 

Ecuaţiile (1.62) permit realizarea schemei echivalente prezentată în figura (1.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1 7. Schema echivalentă a maşinii asincrone într-un referenţial d – q solidar cu statorul (ωf=0). 
 
 Ecuaţiile (1.62) au o formă relativ simplă, dar ascund existenţa tensiunii de rotaţie în circui-
tul statorului. Cele două înfăşurări statorice ortogonale par independente una faţă de cealaltă. În rea-
litate, ele sunt cuplate magnetic datorită mişcării rotorului cu viteza ωr, prin fluxul rotoric Ψ(q,d)r, 
flux care depinde de tensiunea de rotaţie, deci de ωr. 
 Ţinând cont de aşezarea ortogonală a înfăşurărilor, se consideră că modelul în coordonate 
statorice este cel mai adecvat în anumite cazuri, deoarece nu mai necesită nici o transformare de co-
ordonate a parametrilor statorici. 
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 I. 2.7. Modelul maşinii asincrone într-un referenţial comun, care se roteşte cu viteza ωf 
 Plecând de la ecuaţiile generale (1.39), se pot deduce ecuaţiile de funcţionare ale maşinii a-
sincrone în regim de simplă alimentare, într-un referenţial care se roteşte cu viteza ωf faţă de o axă 
de referinţă fixă. În majoritatea cazurilor, viteza referenţialului comun ωf este egală cu viteza câm-
pului magnetic învârtitor rezultant din maşină (viteza de sincronism). 
 
 
 

(1.63) 
 
 
 
 
 

 Schema echivalentă corespunzătoare acestui model este prezentată în figura 1.8. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.8. Schema echivalentă a maşinii asincrone într-un referenţial d – q solidar cu câmpul magnetic învârtitor. 
 
 Cuplajul dintre stator şi rotor, nu este în realitate o conexiune electrică, ci este rezultatul cu-
plajului magnetic prin intermediul fluxului Ψm din întrefier: 
 
 Conectarea electrică a rotorului la stator (ca şi în cazul anterior) se face în mod fictiv, în ur-
ma unor artificii matematice, în urma raportării mărimilor din rotor la frecvenţa şi numărul de spire 
al înfăşurărilor statorice. 
 Trebuie de menţionat faptul că statorul şi rotorul sunt cuplate nu numai prin intermediul in-
ductanţei Lm şi a curentului de magnetizare, ci şi prin cele două surse de tensiune de rotaţie, la care 
intervin fluxurile. Pe lângă aceasta, apare o legătură cu caracter electrico-mecanic datorită unei sur-
se de tensiune din circuitul rotorului, care depinde de viteza acestuia ωr   
 
 I.2.8. Modelul maşinii asincrone într-un referenţial solidar cu rotorul 
 Dacă referenţialul d-q este solidar cu rotorul, ωf = ωr, iar funcţionarea maşinii este descrisă 
de sistemul de ecuaţii: 
 
 
 

(1.64) 
 
 
 
 
 

 Schema echivalentă corespunzătoare sistemului (1.64) este prezentată în figura 1.9. 
 Modelul maşinii în referenţial d-q solidar cu rotorul pune în evidenţă influenţa curentului dintr-
o fază statorică asupra curentului din cealaltă înfăşurare de fază prin intermediul fluxului ψ(q,d)s şi a 
mişcării rotorului ωr. În acest caz, înfăşurările rotorice par independente, dar legătura dintre ele se reali-
zează prin fluxul statoric ψ(q,d)s şi ωr. 
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Fig. 1.9. Schema echivalentă a maşinii asincrone într-un referenţial d – q solidar cu rotorul. 
 

 Indiferent de modul cum se consideră sistemul de referinţă d - q: solidar cu statorul (ωf=0), soli-
dar cu rotorul (ωf = ωr) sau rotindu-se cu ωf (uzual se consideră solidar cu câmpul magnetic în-vârtitor 
din întrefier, ωf = viteza de sincronism), expresiile cuplului electromagnetic (1.59), (1.60), (1.61) pre-
cum şi ecuaţia de mişcare (1.16) rămân aceleaşi. 
 

I.3. MODELUL MAŞINII ASINCRONE BIFAZATE CU FAZORI SPAŢIALI 
 
 Modelul matematic al maşinilor electrice de curent alternativ având la bază teoria fazorilor 
spaţiali este după cum se va vedea în continuare mai simplu, deoarece fiecare mărime bifazată sau 
trifazată (tensiune, curent, flux), se reduce la un singur vector plan (fazor spaţial), care se poate trata 
ca o mărime complexă. Acest fapt permite o scriere mai compactă a ecuaţiilor de funcţionare a ma-
şinii.  
 Principiul modelării maşinii asincrone bifazate cu fazori spaţiali este ilustrat în figura 1.10. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.10. Principiul modelării maşinii asincrone bifazate cu fazori spaţiali. 
 
 Folosirea fazorilor spaţiali în teoria unitară a maşinilor de curent alternativ conferă o imagi-
ne unitară a fenomenelor, permiţând o interpretare fizică elegantă şi intuitivă. Utilizarea modelului 
matematic cu fazori spaţiali, a conferit premizele apariţiei conceptului general de sistem de reglare 
asociat acestor maşini, constituind suportul fizic pentru studiul sistemului general maşină – conver-
tor static – sisteme de reglare în buclă închisă. 
 În literatura de specialitate, s-au folosit denumirile: fazor spaţial, sinor reprezentativ sau si-
nor spaţialo – temporal reprezentativ, fazor spaţialo – temporal reprezentativ. Se consideră în ge-
neral că denumirea de fazor spaţial este cea mai recomandată, deoarece în compunerea acestuia in-
tervin toate elementele componente instantanee ale fazelor. Fazorul spaţial caracterizează întregul 
sistem, după cum urmează: 
 - indică evoluţia în timp a mărimilor de fază, defazajul în timp apărând sub formă vectorială, 
fapt care justifică denumirea de “fazor” în loc de vector; 
 - indică şi defazajul în spaţiu, datorat dispunerii din punct de vedere constructiv a înfăşurări-
lor, acest lucru justificând denumirea de “spaţial”. Matematic, aceasta intervine prin aplicarea ver-
sorilor în direcţia axelor magnetice ale fazelor. 
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 Se poate afirma că fazorii spaţiali sunt deci nişte vectori, care poartă informaţii despre evo-
luţia în timp a mărimilor de fază şi despre evoluţia în spaţiu a rezultantei acestora, fiind conţinuţi în-
tr-un plan perpendicular pe axa arborelui maşinii. 
 
 I.3.1. Vectorul spaţial asociat curentului printr-un solenoid 
 Dacă un solenoid cu w număr de spire este parcurs de un curent de valoare instantanee i, va 
apare un câmp magnetic produs de solenaţia v = wi (figura 1.11). 

 Solenaţia acţionează în direcţia axei spaţiale de 
magnetizare a solenoidului (bobinei). De aici rezultă 
faptul că direcţia fluxului magnetic variază odată cu po-
ziţia spaţială a solenoidului. Se poate spune deci, că so-
lenaţia este caracterizată de un vector spaţial a cărui di-
recţie coincide cu cu direcţia axei de magnetizare a sole-
noidului şi a cărui mărime este egală cu valoarea instan-
tanee a solenaţiei: 

(1.65) 
 Numărul de spire w este un număr scalar. Din această cauză, curentul i va deveni o mărime 
vectorială a cărei direcţie coincide cu direcţia solenaţiei, respectiv cu direcţia fluxului. Considerând 
L inductanţa solenoidului, se poate scrie: 

(1.66) 
 
 I.3.2. Fazorii spaţiali ai maşinii asincrone bifazate 
 Este cunoscut din teoria generală a maşinilor de curent alternativ că, datorită spirelor înfăşu-
rărilor, distribuţia solenaţiei (a curentului) de-a lungul întrefierului este discontinuă (solenaţia varia-
ză în trepte). Teoria clasică a maşinilor electrice ia în considerare numai fundamentala solenaţiei 
v(1), neglijând armonicile spaţiale superioare ale acesteia. Se presupune în cele ce urmează o distri-
buţie continuă sinusoidală de-a lungul întrefierului şi pentru curent. 
 Fundamentala solenaţiei poate fi reprezentată de un vector spaţial v, care are direcţia colinia-
ră cu direcţia valorii maxime a sinusoidei, iar lungimea lui este proporţională cu această valoare ma-
ximă. Valoarea maximă a distribuţiei spaţiale periferice a curentului şi solenaţia diferă numai prin 
numărul de spire al înfăşurării. Deci şi distribuţia periferică de curent se poate reprezenta la un mo-
ment dat printr-un vector spaţial de curent i, în direcţia vectorului spaţial al solenaţiei. Fluxul mag-
netic este proporţional cu curentul, care la rândul lui este proporţional cu solenaţia şi conform relaţi-
ilor (1.65), (1.66) şi fluxul ce caracterizează câmpul magnetic, poate fi reprezentat printr-un vector 
Ψ care are aceeaşi direcţie. 
 În cazul unei maşini asincrone bifazate, vor exista două înfăşurări cu axe magnetice ortogo-
nale, conform figurii 1.12 a), în care s-au reprezentat liniile de câmp corespunzătoare fazei a statori-
ce, precum şi vectorul corespunzător fluxului acestei faze. Acest vector îşi va schimba sensul perio-
dic, dacă faza este parcursă de curent alternativ. Vectorul corespunzător curentului va avea aceeaşi 
direcţie şi acelaşi sens. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.12. a) liniile de câmp ale fazei a; b) reprezentarea după direcţia axei magnetice; c) sensurile de referinţă ale 
fluxurilor. 
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Fig. 1.11. Vectorul spaţial de curent al unui 
                          solenoid.
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 Indiferent de modul de evoluţie în timp a curentului ce parcurge înfăşurarea de fază, lui îi va 
corespunde un vector spaţial de direcţie fixă, coliniar cu axa magnetică a înfăşurării, sensul şi lungi-
mea sa fiind determinate de valoarea instantanee a curentului în momentul considerat. În figura 1.12 
b), s-au reprezentat simbolic înfăşurările fazelor a şi b după direcţiile axelor magnetice ale înfăşură-
rilor. 
 Corespunzător celor două faze ale maşinii, apar doi vectori spaţiali de flux magnetic Ψa şi 
Ψb defazaţi în spaţiu cu π/2 radiani electrici. Lungimea şi sensul fiecăruia sunt impuse de valoarea 
instantanee a curentului care parcurge faza respectivă. În figura 1.12 c), sunt indicate sensurile pozi-
tive ale fluxurilor corespunzătoare celor două faze ale maşinii. 
 Curenţilor de fază ias şi ibs le vor corespunde vectorii spaţiali ias şi ibs. Direcţia în spaţiu a 
vectorilor ias şi ibs este impusă de poziţia în spaţiu a axelor magnetice ale înfăşurărilor (poziţia înfă-
şurărilor). În cazul maşinii de construcţie obişnuită, cu simetrie cilindrică, toţi vectorii spaţiali se 
găsesc într-un plan perpendicular pe axa longitudinală a maşinii (perpendicular pe arborele maşinii), 
având fiecare dintre ei o direcţie fixă, variind doar sensurile şi lungimile lor, după cum evoluează în 
timp curenţii de fază.  
 Vectorii corespunzători curenţilor de fază, având poziţie bine determinată în spaţiu, se pot 
exprima prin numere complexe. Dacă se consideră axa reală a sistemului de coordonate în direcţia 
axei de magnetizare a fazei a, vectorii spaţiali ai celor două faze vor fi: 

(1.67) 
Efectul rezultant al celor doi vectori de curenţi este dat de suma lor vectorială, care conduce 

la un vec-tor bifazat de curent: 
(1.68) 

 Cei doi curenţi de fază se caracterizează global, printr-o singură mărime şi anume fazorul 
spaţial de curent, care are două componente: una reală şi una imaginară. 
 Este de menţionat faptul că, prin însumarea vectorilor spaţiali ai celor doi curenţi de fază se 
obţine un vector rezultant corect, numai dacă repartiţia câmpului magnetic de-a lungul întrefierului 
este sinusoidală. Acest lucru este valabil dacă se ia în considerare numai fundamentala câmpului 
magnetic din întrefier. 
 Armonicile de ordin superior constituie consecinţa distribuţiei înfăşurărilor şi a neregularită-
ţilor întrefierului produse de crestături sau poli. Şi pentru armonicile de ordin superior poate fi ex-
tins vectorul spaţial şi la rândul său fazorul spaţial. 
 În mod analog, se defineşte fazorul spaţial al tensiunii şi al fluxului: 

(1.69) 
în care uas, ubs, Ψas, Ψbs, sunt valorile instantanee ale tensiunilor şi respectiv ale fluxurilor corespun-
zătoare celor două faze ale maşinii. 
 Nu trebuie de uitat faptul că sistemul de axe al planului complex, în cazul mărimilor statori-
ce este legat de stator (figura 1.10), deci este fix în spaţiu. 
 Când se definesc fazorii spaţiali ai mărimilor rotorice, se utilizează un plan complex a cărui 
axă reală coincide cu direcţia axei de magnetizare a înfăşurării fazei ar a rotorului. Prin urmare, fa-
zorii spaţiali corespunzători mărimilor rotorice în sistemul complex legat de rotor vor fi: 

(1.70) 
Definirea fazorilor spaţiali permite reducerea celor două faze ale maşinii la o singură fază 

complexă pentru stator şi o singură fază complexă pentru rotor, după cum se poate vedea în figura 
1.10. 
 Reprezentarea din figură este simbolică. Faza statorică complexă care este suportul fazorilor 
spaţiali statorici a fost reprezentată în axa reală a planului complex statoric, dar poziţia ei este de 
fapt impusă de poziţia fazorului spaţial în acest plan la un moment dat. Aceeaşi precizare este vala-
bilă şi pentru faza complexă rotorică. S-a preferat acest mod de reprezentare intuitiv pentru a se de-
monstra că folosirea fazorilor spaţiali permite reducerea celor două faze ale maşinii la o singură fa-
ză complexă statorică şi respectiv rotorică, solidare cu sisteme de referinţă complexe diferite. Prin 
aceasta, este suficient să se scrie câte o singură ecuaţie de funcţionare pentru stator şi respectiv ro-
tor, în loc de două ecuaţii, corespunzătoare fiecărei faze. 

.i j = i   ; i = i bsbsasas

.i j + i = i + i = i bsasbsass

,Ψ j + Ψ = Ψ   ; u j + u = u bsassbsass

.Ψ j + Ψ = Ψ   ; u j + u = u   ; i j + i = i brarrbrarrbrarr
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 I.3.3. Transformări de axe ale fazorilor spaţiali 
 Un fazor spaţial este definit într-un plan complex, fiind de forma: 

(1.71) 
unde y reprezintă modulul vectorului, iar γ argumentul său. Expresia vectorului va depinde de axele 
planului complex la care este raportat. Se consideră o axă fixă de referinţă şi două sisteme de axe a 
căror poziţie este definită prin unghiurile α1 şi α2 , ca în figura 1.13. 

 Fazorul spaţial y având modulul y, are 
argumentul γ1 sau γ2 , după cum este raportat la 
planul complex α1 sau α2. El poate fi scris: 

(1.72) 
dacă se raportează la planul complex α1, sau: 

(1.73) 
dacă se raportează la planul complex α2. 

Trecerea de la planul complex α1 la pla-
nul complex α2 se face prin relaţia: 

(1.74) 
β este unghiul cu care a fost rotit planul 

complex: 
(1.75) 

 În concluzie, dacă planul complex este rotit în sens direct cu unghiul β, fazorul spaţial rapor-
tat la planul complex rotit (yα2) se va exprima prin fazorul anterior (yα1) care se înmulţeşte cu ope-
ratorul e-jβ. 
 
 I.3.4. Ecuaţiile maşinii asincrone bifazate cu fazori spaţiali 
 Ecuaţiile tensiunilor 
 După cum s-a precizat anterior, cuplajul magnetic dintre rotor şi stator depinde de unghiul θr 
care variază în timp (inductanţele sunt funcţii de θr ). Pentru a evita această dificultate, se vor scrie 
ecuaţiile maşinii bifazate cu fazori spaţiali, într-un plan complex comun d - q, care se roteşte cu vi-

teza ωf faţă de axa fixă de referinţă, conform figurii 1.14. 
Fazorii spaţiali corespunzători acestui plan complex co-
mun vor primi indicele suplimentar f. 

Plecând de la ecuaţiile (1.32) scrise sub forma: 
 
 

(1.76) 
 
 

prin adunarea celor două relaţii membru cu membru şi ţi-
nând cont de (1.68) şi (1.69), rezultă: 
 

(1.77) 
 

 În continuare va trebui să efectuăm schimbarea 
de axe ale fazorilor spaţiali corespunzători tensiunii, cu-

rentului şi fluxului statoric. Fazorii spaţiali din relaţiile (1.68) şi (1.69) sunt raportaţi la un plan 
complex solidar cu statorul, deci fix în spaţiu. Unghiul α1 din figura 1.13 şi relaţia (1.75) este zero. 
Dacă aceşti fazori se raportează la sistemul d - q, β = α1 - α2 = θf. Un fazor statoric raportat la siste-
mul d - q devine: 

(1.78) 
din care exprimând ys pentru cele trei mărimi statorice se obţine: 
 

(1.79) 
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    Fig. 1.13. Transformări de axe ale fazorilor spaţiali.
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Înlocuind aceste expresii în (1.77), se ajunge la forma: 
 

(1.80) 
 

dar d(θf)/dt = ωf, viteza unghiulară a sistemului d - q. După simplificare cu ejθf: 
 

(1.81) 
rezultă ecuaţia tensiunii statorice (1.81) cu fazori spaţiali, în care ultimul termen a apărut datorită 
schimbării axelor. 
 Printr-o procedură similară celei descrise de relaţiile (1.76), (1.77) se obţine ecuaţia tensiu-
nilor rotorice, plecând de la ecuaţia (1.32): 
 

(1.82) 
 Pentru a raporta fazorii rotorici la planul complex comun d - q, se aplică relaţiile (1.73), 
(1.74), (1.75) în care, conform figurii 1.13, α1 = θr (poziţia rotorului), iar α2 = θf (poziţia noului sis-
tem de axe). Aşadar, β = θf - θr , iar (1.78) devine pentru rotor: 

(1.83) 
Exprimând yfr pentru tensiunile, curenţii şi fluxurile rotorice, rezultă: 

 
 

(1.84) 
 

Prin înlocuirea acestor expresii în (1.83), se obţine: 
 

(1.85) 
 

După simplificarea cu ej(θf - θr) şi ştiind că ωr = d(θr)/dt, va rezulta: 
 

(1.86) 
 

unde ultimul termen apare datorită schimbării axelor. 
 Atât în ecuaţia (1.81) cât şi în ecuaţia (1.86), ultimul termen indică sistemul de axe la care 
sunt raportaţi fazorii spaţiali. În cazul statorului, fazorul fluxului este înmulţit cu viteza unghiulară 
relativă dintre sistemul de axe comun (d - q) şi cel al mărimilor statorice (solidar cu statorul). În ca-
zul rotorului, fazorul fluxului este înmulţit cu viteza unghiulară relativă dintre sistemul de axe co-
mun şi cel al mărimilor rotorice (ar - br) care se roteşte cu viteza ωr. 
 Curentul de magnetizare 
 Din relaţia generală (1.51) scrisă în complex rezultă: 

(1.87) 
şi luând în considerare (1.68) şi (1.69): 

(1.88) 
(1.89) 

 Dar cei doi curenţi sunt în plane complexe diferite, din care cauză se va raporta fazorul co-
respunzător curentului rotoric la sistemul solidar cu statorul. 

(1.90) 
 Prin aplicarea relaţiei de transformare (1.74), se exprimă curentul de magnetizare în planul 
complex comun d – q: 

(1.91) 
care conduce în final la: 

(1.92) 
 Observaţie. Din relaţiile de definiţie (1.68), (1.69) şi (1.70) rezultă că un fazor spaţial în 
planul complex comun d - q va avea drept componente pe cele două axe, mărimile de fază cores-
punzătoare raportate la acest referenţial: 

(1.93) 
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 Expresia curentului de magnetizare (1.92) se mai poate obţine şi din sistemul (1.53), dacă se 
înmulţeşte a doua ecuaţie cu j şi apoi se adună cele două ecuaţii membru cu membru, aplicând în fi-
nal (1.93). 
 Ecuaţiile fluxurilor 
 Plecând de la (1.44) şi (1.45), se poate scrie: 
 

(1.94) 
 

Se înmulţeşte a doua ecuaţie din sistem cu unitatea imaginară j şi după efectuarea calculelor 
se ajunge la expresia fluxului statoric: 

(1.95) 
Pentru deducerea expresiei fluxului rotoric se pleacă tot de la (1.44), aplicând (1.45): 

 
(1.96) 

 

Procedând analog ca în cazul fluxurilor statorice se ajunge la expresia: 
 

(1.97) 
Fluxul statoric şi respectiv rotoric se vor raporta la referenţialul comun prin procedeul deja 

cunoscut: 
 

(1.98) 
 
pentru ca în final să se obţină: 
 

(1.99) 
 
sau în funcţie de inductanţele de scăpări: 
 

(1.100) 
 

 Dar Ψfσs = Lσsiσs este fluxul de scăpări statoric, Ψfσr = Lσriσr este fluxul de scăpări rotoric, iar 
Ψfm = Lmim este fluxul de magnetizare, relaţia (1.100) se poate scrie sub forma: 
 

(1.101) 
 

 Relaţiile (1.99) şi (1.101) confirmă încă o dată şi sub formă fazorială că modelul în referen-
ţialul comun d - q prezintă avantajul unor coeficienţi constanţi în ecuaţiile de funcţionare ale maşi-
nii, deoarece fluxurile exprimate în acest referenţial nu mai depind de poziţia rotorului (θr), ca în 
(1.95) şi (1.97). 
 Utilizarea modelului cu fazori spaţiali reduce numărul de ecuaţii care descriu funcţionarea 
maşinii, fapt avantajos atât în cazul maşinii bifazate, cât mai ales în cazul maşinilor trifazate sau po-
lifazate. Reprezentarea simbolică a maşinii folosind fazorii spaţiali într-un referenţial comun d - q 
este prezentată în figura 1.15.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.15. Modelul maşinii asincrone cu fazori spaţiali, într-un referenţial comun d – q. 
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Efectul comun al tuturor fazelor statorice şi respectiv rotorice este conţinut în mărimile fazo-
riale ale înfăşurării statorice şi respectiv ale înfăşurării rotorice, singurele prezente în referenţialul 
comun. 
 Puterea electrică 
 Expresia puterii electrice instantanee (1.54) şi relaţiile de definiţie (1.67) ... (1.69), permit 
scrierea puterii cu fazori spaţiali: 

(1.102) 
în care i*

s,r reprezintă valorile conjugate ale fazorilor is,r. Prin operaţia de raportare la planul com-
plex comun, puterea electrică instantanee va avea forma: 

(1.103) 
 Cuplul electromagnetic 
 În expresia puterii electrice (1.103), se înlocuiesc tensiunile din relaţiile (1.81) şi (1.86). Se 
ţine seama de expresiile fluxurilor (1.99) ... (1.101) şi de: 

(1.104) 
 Se poate scrie pentru puterea electrică sub forma: 
 

(1.105) 
 
 

în care primul termen reprezintă pierderile prin efect Joule-Lenz: 
(1.106) 

 

al doilea termen reprezintă pierderile în fierul maşinii produse de variaţia fluxurilor: 
(1.107) 

 

al treilea termen este puterea mecanică a maşinii, care contribuie la realizarea cuplului: 
 

(1.108) 
iar ultimul termen: 

(1.109) 
este zero, fiind pur imaginar. 
 Luând în considerare expresiile fluxurilor (1.99) ... (1.101), puterea mecanică se mai poate 
scrie sub formele: 

(1.110) 
Dar puterea mecanică, pentru o maşină cu p perechi de poli, se mai poate scrie în funcţie de 

cuplul electromagnetic: 
(1.111) 

 

 Înlocuind în (1.111) expresiile puterii mecanice din (1.108) şi (1.110), se obţine cuplul elec-
tromagnetic instantaneu exprimat: 
 - în funcţie de mărimile rotorice: 

(1.112) 
 - în funcţie de curenţi: 

(1.113) 
  - în funcţie de mărimile statorice: 

(1.114) 
 - în funcţie de fluxul de magnetizare: 

(1.115) 
sau: 

(1.116) 
 Fiecare din formele cuplului: (1.112) ... (1.116), poate fi scrisă şi sub formă de produs vecto-
rial. De exemplu, relaţia (1.114) poate fi scrisă ca produs vectorial sub forma: 

(1.117) 
unde modulul cuplului este: 

(1.118) 
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β fiind unghiul dintre fazorii corespunzători fluxului şi curentului, iar Ψs şi is modulele fazorilor res-
pectivi. Deoarece nici una din mărimile din (1.118) nu depinde de sistemul de axe, nu s-a mai folo-
sit indicele f. Aceasta înseamnă că expresia scalară a cuplului nu depinde de sistemul de axe ales. 
 În cazul în care se alege un sistem de axe orientat după una din cele patru  componente ale 
mărimilor care intervin, formele (1.112) ...(1.116) se vor reduce la un singur temen. Pentru o anu-
mită formă a cuplului, există patru sisteme preferenţiale de axe, în care expresia cuplului se simpli-
fică. Acest lucru este valorificat în sistemele de reglare cu orientare după câmp. 
 Precizare. Şi în cazul modelului cu fazori spaţiali într-un referenţial comun d – q (figura 
1.15), s-a preferat reprezentarea simbolică a celor două faze complexe ale maşinii. Aceste faze au 
fost reprezentate în axa reală d a planului complex unic d – q, pentru a sugera faptul că ecuaţiile de 
funcţionare se scriu într-un referenţial comun. În realitate, cele două faze complexe (statorică şi ro-
torică), urmăresc poziţia celor doi fazori (statoric şi rotoric), care se modifică în timp faţă de axa fi-
xă de referinţă, fazorii rămânând coliniari unul în raport cu celălalt. 
 Transformările aplicate modelului matematic al maşinii asincrone trifazate au avut ca scop 
final obţinerea modelului cu fazori spaţiali. Aşa după cum se poate urmări sintetic în figura 1.16, s-a 
folosit ca etapă intermediară modelul bifazat al maşinii. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.16. Etapele parcurse pentru obţinerea modelului maşinii asincrone trifazate cu fazori spaţiali. 
 
 Folosirea modelului bifazat al maşinii asincrone trifazate ca etapă intermediară are motivaţii 
bine fundamentate. Un prim motiv, cu pronunţat caracter didactic, este acela al înţelegerii sensului 
fizic al transformărilor de faze şi mai apoi a transformărilor de axe (de coordonate). Un alt motiv es-
te acela al utilizării în multe aplicaţii a modelului bifazat al maşinii, model valabil atât pentru maşi-
na trifazată, cât şi pentru maşina bifazată şi în anumite cazuri pentru maşina monofazată. Chiar dacă 
această cale este mai laborioasă prin multitudinea ecuaţiilor prezentate, abordarea, înţelegerea şi în 
cele din urmă utilizarea ei se dovedeşte a fi mai ilustrativă, intuitivă şi accesibilă. 
 Din punct de vedere matematic, atât modelul bifazat, cât şi modelul cu fazori spaţiali într-un 
referenţial comun d – q reprezintă modele cu coeficienţi constanţi ale maşinii trifazate, inductanţele 
de cuplaj dintre rotor şi stator nedepinzând de poziţia variabilă în timp a rotorului. Avantajul evi-
dent al modelului cu fazori spaţiali îl constituie faptul că pentru fiecare armătură (stator sau rotor), 
se scrie o singură ecuaţie fazorială în loc de două. Similitudinea celor două modele este clară dacă 
se observă că ecuaţiile corespunzătoare componentelor fazorilor pe cele două axe (reală şi imagi-
nară) sunt la fel cu ecuaţiile mărimilor de pe cele două axe ortogonale ale modelului bifazat. 
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 Modelul cu fazori spaţiali al maşinii asincrone trifazate se poate obţine şi direct, fără a trece 
prin faza intermediară a modelului bifazat în mărimi de fază. Pentru aceasta, se consideră efectul 
cumulat al solenaţiilor celor trei înfăşurări de fază (statorice respectiv rotorice). După cum s-a men-
ţionat anterior, solenaţiile şi fluxurile magnetice sunt proporţionale cu curenţii (de care diferă prin 
mărimi scalare: numărul de spire w şi respectiv inductanţa L), din care cauză efectul cumulat al so-
lenaţiilor sau fluxurilor magnetice corespunzătoare celor trei faze poate fi studiat prin efectul cumu-
lat al celor trei curenţi de fază care primesc caracter de vectori spaţiali (subcapitolul I.3.1). Pentru 
înfăşurările de fază statorice, principiul definirii fazorului spaţial statoric este prezentat în figura 
1.17. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.17. Definirea fazorului spaţial de curent pentru înfăşurările statorice. 
 
 Unui curent ce parcurge o înfăşurare oarecare de fază îi corespunde întotdeauna un vector 
spaţial de direcţie fixă, coliniară cu axa magnetică a acelei înfăşurării, iar lungimea şi sensul acelui 
vector sunt impuse de valoarea instantanee a curentului în momentul considerat. Dacă valorile ins-
tantanee ale curenţilor ce parcurg cele trei înfăşurări da fază statorice sunt ias, ibs şi ics, atunci vecto-
rii spaţiali corespunzători vor fi: ias, ibs şi ics. În spaţiu, direcţia vectorilor ias, ibs şi ics este dată de po-
ziţia înfăşurărilor statorice parcurse de aceşti curenţi. La maşina de construcţie obişnuită, cu sime-
trie cilindrică, toţi vectorii spaţiali sunt conţinuţi într-un plan perpendicular pe axa maşinii, având 
fiecare o direcţie fixă. Valorile lor absolute (lungimile vectorilor) şi sensurile lor variază în funcţie 
de legea de variaţie în timp a curenţilor. Asupra acestei legi de variaţie nu se pune nici o restricţie. 
Curenţii de fază pot evolua în timp după orice lege (sinusoidal, aperiodic, cu valori constante în 
timp sau combinaţii ale acestora). 
 Faptul că vectorii curenţilor de fază au poziţii bine determinate in spaţiu, permite exprimarea 
acestora prin numere complexe. Considerând axa reală a sistemului de coordonate coliniară cu di-
recţia axei magnetice a înfăşurării as, vectorii spaţiali corespunzători celor trei faze statorice vor a-
vea forma: 

(1.119) 
în care: 

(1.120) 
 

poartă numele de operator de rotaţie. 
 Pentru a pune în evidenţă efectul rezultant al acţiunii cumulate a celor trei vectori de curent, 
trebuie să-i însumăm vectorial, conform figurii 1.17. Se va obţine vectorul trifazat de curent stato-
ric: 

(1.121) 
 În funcţie de acest vector, se defineşte fazorul spaţial de curent statoric: 
 

(1.122) 
 

 Semnificaţia factorului de proporţionalitate 2/3 din relaţia de mai sus a fost explicată în sub-
capitolul (I.2.1). 
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 Din relaţia de definire a fazorului spaţial statoric (1.122), rezultă că dacă asupra evoluţiei în 
timp a celor trei curenţi statorici ias, ibs şi ics nu se pune nici o condiţie, atunci valoarea şi direcţia în 
spaţiu a fazorului spaţial is vor fi determinate de modul de variaţie în timp a curenţilor din cele trei 
faze. Trebuie de menţionat faptul că prin însumarea vectorilor spaţiali ai celor trei curenţi de fază se 
va obţine un vector rezultant corect, numai dacă distribuţia spaţială a câmpului magnetic de-a lun-
gul întrefierului este sinusoidală. Luându-se în considerare numai fundamentala câmpului magnetic, 
analiza proceselor de bază nu va fi afectată de erori. 
 Atât vectorul spaţial, cât şi fazorul spaţial al unei înfăşurări trifazate poate fi definit şi pentru 
armonici de ordin superior, care apar datorită distrubuţiei nesinusoidale a solenaţiei de-a lungul în-
trefierului, datorită neregularităţilor întrefierului (existenţa crestăturilor şi a dinţilor), datorită varia-
ţiei în timp nesinusoidale a curenţilor. 
 Relaţia (1.122) demonstrază faptul că cei trei curenţi de fază se caracterizează printr-o sin-
gură mărime, fazorul spaţial de curent. Acesta, conform figurii 1.17, se descompune în două com-
ponente, una reală şi una imaginară: 

(1.123) 
 Tensiunile de fază instantanee fiind uas, ubs, şi ucs, se defineşte fazorul spaţial al tensiunii sta-
torice: 

(1.24) 
 

 În mod similar, valorile instantanee ale fluxurilor celor trei faze fiind Ψas, Ψbs, şi Ψcs, fazo-
rul spaţial al fluxului va fi: 

(1.125) 
 

 Toate fenomenele referitoare la mărimile statorile, deci şi la fazorii spaţiali reprezentativi ai 
acestor mărimi, sunt valabile şi pentru mărimile rotorice, pentru care se vor defini în mod analog fa-
zorii spaţiali corespunzători, după cum este ilustrat în figura de mai jos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.18. Definirea fazorului spaţial de curent pentru înfăşurările rotorice. 
 
 Trebuie precizat faptul că sistemul de axe al planului complex, când este vorba de mărimile 
statorice, este solidar cu statorul, deci fix în spaţiu. La definirea fazorilior spaţiali ai mărimilor roto-
rice, se utilizează un plan complex a cărui axă reală este coliniară cu direcţia axei de magnetizare a 
înfăşurării fazei αr a rotorului. Cele două plane complexe sunt decalate cu unghiul θr, variabil în 
timp, deoarece rotorul se roteşte cu viteza unghiulară Ωr. Altfel spus, fazorii spaţiali rotorici se ro-
tesc faţă de fazorii spaţiali statorici cu Ωr.  
 Fazorul spaţial al curentului rotoric în sistemul de coordonate solidar cu rotorul, va fi avea 
expresia: 

(1.126) 
 

 Fazorul spaţial al curenţilor rotorici se descompune şi el în două componente, una reală şi 
una imaginară, conform figurii 1.18. 

(1.127) 
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 Similar, se defineşte fazorul spaţial al tensiunii rotorice: 
 

(1.128) 
 

precum şi fazorul soaţial al fluxului rotoric: 
 

(1.129) 
 

 În general, dacă notăm cu ma, mb şi mc un sistem trifazat de mărimi (curenţi, tensiuni, flu-
xuri) de fază într-o maşină asincronă trifazată, fazorul spaţial corespunzător acestor mărimi va fi de 
forma: 

(1.130) 
 

 Prin descompunerea fazorului m după cele două axe ale planului complex (indicele după axa 
reală va fi α, iar după axa imaginară β), se obţine: 

(1.131) 
 Componenta homopolară va avea expresia: 
 

(1.132) 
 

 La compunerea fazorului spaţial, conform definiţiei, mărimea de fază ma rămâne scalară (a-
dică are numai componentă reală). Aceasta înseamnă că axa reală a planului complex (statoric sau 
rotoric), coincide cu direcţia axei de magnetizare a înfăşurării fazei a (statorice sau rotorice). 
 De remarcat este faptul că fazorul spaţial prezintă o proprietate specifică. În cazul în care 
componenta homopolară este nulă, proiecţiile fazorului pe cele trei axe ale fazelor constituie chiar 
valorile instantanee ale mărimilor considerate în faza respectivă. Dacă există componentă homopo-
lară, această proprietate se păstrează, cu precizarea că proiecţiile fazorului spaţial pe cele trei axe 
ale fazelor vor fi egale cu valorile instantanee ale mărimilor considerate în cele treifaze, mai puţin 
componenta homopolară. 
 După definirea fazorilor spaţiali conform celor arătate mai sus, modelul maşinii asincrone cu 
fazori spaţiali va fi caracterizat prin fazori definiţi în două plane complexe diferite sau altfel spus în 
două sisteme de referinţă diferite, care se rotesc unul faţa de celălalt cu viteza de rotaţie a rotorului. 
Pentru ca ecuaţiile de funcţionare ale maşinii să fie cu coeficienţi constanţi, este necesar ca fazorii 
spaţiali ai ambelor armături (ai statorului şi respectiv ai rotorului) să fie definiţi într-un sistem de re-
ferinţă comun (un referenţial comun d – q). Acest lucru se realizează prin transformări de axe ale fa-
zorilor spaţiali, după cum s-a arătat în subcapitolul (I.3.4) şi ilustrat în figurile 1.15 şi 1.15.  
 Deoarece componentele pe cele două axe (reală şi imaginară) ale unui fazor spaţial fac trimi-
tere imediată la maşina asincronă bifazată, în momentul obţinerii modelului maşinii asincrone trifa-
zate cu fazori spaţiali, se obţine implicit modelul şi maşinii asincrone bifazate. Această remarcă per-
mite punerea în evidenţă a modului de trecere inversă, de la modelul cu fazori spaţiali la modelul cu 
mărimi de fază a maşinii trifazate. Este evident faptul că întoarcerea la modelul cu mărimi de fază al 
maşinii asincrone trifazate se face prin aplicarea transformărilor de faze inverse [FI] sau [F]-1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.19. Obţinerea directă a modelului cu fazori spaţiali a maşinii asincrone trifazate. 
 
 Etapele parcurse pentru a obţine modelul cu fazori spaţiali a maşinii asincrone trifazate fără 
a explicita modelul bifazat şi modul de revenire la modelul maşinii asincrone cu mărimi de fază.se 
pot urmări în figura 1.19.  
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 Concluzii cu privire la fazorii spaţiali 
 Modelul maşinii asincrone cu fazori spaţiali permite studiul comportării maşinii folosind o 
singură ecuaţie vectorială pentru fiecare armătură (statorică şi respectiv rotorică) în loc de trei ecua-
ţii, fazorii spaţiali conţinând atât mărimile de fază cât şi componentele modelului bifazat, care pot fi 
obţinute prin simpla proiectare a fazorilor pe axele de coordonate. Cu toate că reduce numărul de e-
cuaţii, modelul cu fazori spaţiali descrie comportarea maşinii în orice regim de funcţionare, indife-
rent de modul de evoluţie în timp a mărimilor de intrare (tensiuni sau curenţi). 
 Una dintre ipotezele pe care se bazează modelul cu fazori a maşinii asincrone este simetria 
spaţială a înfăşurărilor şi distribuţia sinusoidală a acestora, condiţii satisfăcute cu o aproximaţie des-
tul de bună de majoritatea maşinilor electrice. Dacă distribuţia spaţială a înfăşurărilor se consideră a 
fi nesinusoidală (cum este în realiate), dacă se ţine cont de existenţa crestăturilor şi a dinţilor şi dacă 
curenţii care circulă prin înfăşurări nu sunt sinusoidali, câmpul magneric nu va mai avea o evoluţie 
sinusoidală de-a lungul întrefierului. Forma câmpului se descompune în serie Fourier, iar fazorii 
spaţiali pot fi definiţi şi pentru armonicile de ordin superior ale acestuia, similar cu cei definiţi pen-
tru fundamentală. 
 Avantajul fazorilor spaţiali constă în aceea că permit modelarea nu numai a maşinilor elec-
trice, ci a oricărui sistem trifazat de mărimi, cum ar fi transformatoarele, reţelele electrice, conver-
toarele statice de putere trifazate. 
 Fazorii spaţiali constituie o metodă de studiu ce descrie ilustrativ comportarea maşinii, per-
miţând o privire de ansamblu şi o generalizare mai uşoară a fenomenelor şi a metodelor de reglare a 
vitezei maşinilor electrice. 
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