I. MODELUL CU FAZORI AL MASINII ASINCRONE

I.1. ECUATIILE MASINII ASINCRONE TRIFAZATE iN COORDONATELE
FAZELOR

Modelarea matematica a masinii asincrone implica scrierea ecuatiilor de functionare in re-
gim stationar si tranzitoriu. Pentru aceasta, se considera uzual urmatoarele ipoteze simplificatoare:

¢ masina se considera perfect simetrica din punct de vedere geometric, electric si magnetic;

* se neglijeaza saturatia miezului feromagnetic, caracteristica de magnetizare a acestuia pre-
supunandu-se liniara;

* se neglijeaza pierderile de magnetizare;

+ se considera cd Intrefierul este perfect constant (facand abstractie de prezenta dintilor si a
crestaturilor), iar distributia spatiala a solenatiilor si a inductiei magnetice de-a lungul acestuia este
sinusoidala, prin aceasta neglijandu-se armonicile superioare de camp;

+ rezistentele si inductantele Infasurarilor sunt constante in raport cu temperatura;

¢ parametrii rotorului sunt raportati la stator, fluxurile magnetice raportate definindu-se in
functie de inductantele corespunzatoare si curentii raportati.

Ipotezele simplificatoare mai sus mentionate, vor avea urmatoarele consecinte pentru mode-
larea matematica:

* inductantele proprii ale infagurarilor sunt constante in raport cu curentii care circuld prin
acestea;

* fluxul rezultant In magina se obtine prin Insumarea fluxurilor produse de infasurarile a-
cesteia (prin neglijarea fenomenului de saturatie, circuitele magnetice rezulta liniare si se poate apli-
ca porincipiul superpozitiei);

% inductantele mutuale dintre infagurarile statorice §i rotorice variaza sinusoidal in functie
de unghiul electric dintre axele magnetice ale acestora.

Cercetarile si rezultatele experimentale, demons-
treaza ca aceste ipoteze simplificatoare nu altereaza sem-
nificativ rezultatele modelarii matematice.

Fara a insista asupra elementelor constructive, in
figura 1.1 se prezintd schema electricd echivalentd a ma-
sinii asincrone trifazate simetrice, cu rotor bobinat.

Dupa cum se poate observa, axele magnetice ale
infasurdrilor statorice sunt dispuse pe directiile as — bs —
cs, iar axele magnetice ale Infasurarilor rotorice pe di-
rectiile ar — br — cr. Pozitia relativd a rotorului fatd de
stator este caracterizatd prin unghiul 0,, viteza unghiulara
a rotorului fiind Q,. Daca masina are 2 poli, (p=1), ; =
o,. Aceasta Tnseamna cd €, reprezintad in esenta viteza e-

Fig. 1.1. Schema electricd a masinii lectrica a masinii, deoarece Vitgza mecanica este de p ori

asincrone trifazate. mai mica decat cea electrica. In cele ce urmeaza, se vor

considera parametrii rotorului raportati la stator, dar pen-

tru usurinta scrierii ecuatiilor, se va renunta la indicele “prim” care pune in evidentd operatia de ra-
portare.

I.1.1. Ecuatiile tensiunilor
Utilizand notatiile din figura 1.1 si tindnd cont de precizarile de mai sus, ecuatiile tensiunilor
de faza vor avea forma:



Uas = Rgias t—¥ Uar = Ryiar+—/ ¥
as slas dt as ar rlar dt ar
_ d . . . d
Ubs = Rgips + E‘Pbs pentru stator §i respectiv: Ubr = Ryipr + aqur pentru rotor, (1.1)
Ucs = Rgies t—¥ Ucr = Ryigr+—/ ¥
CS Sics dt [ cr ricr dt cr

in care R, R, reprezinta rezistentele ohmice ale Infasurarilor de faza ale statorului si respectiv ro-
torului, iar Wj; (i = a,b,c; j = s,r) reprezintd fluxurile totale corespunzatoare acestor infasurdri de fa-
za. Fluxurile totale cuprind atat fluxurile proprii (produse de curentii care circuld prin Infasurarile
respective), cat si fluxurile datorate curentilor care circula prin toate celelalte Infasurari statorice sau
rotorice. Altfel spus, o anumita Infasurare, este supusa atit influentei campului magnetic produs de
curentul care circuld prin ea, cat si influentelor campurilor magnetice produse de curentii care circu-
12 prin celelalte infasurari, fie statorice, fie rotorice.

1.1.2. Ecuatiile fluxurilor magnetice

Fluxurile magnetice corespunzatoare infasurarilor de faza se vor exprima in functie de in-
ductante si de curentii care circuld prin infasurari, tindnd cont de toate cuplajele magnetice existente
intre acestea. Conform schemei electrice a masinii asincrone trifazate prezentate in figura 1.1, flu-
xurile magnetice se pot scrie conform relatiilor de mai jos:
lIIE‘.S = Lasas iaS + LaSbS le + LaSCS iCS + Lasariar + LaSbl‘ lbr + Lascr icr
Wbs = Lbsaslas T Lbsbsibs + Lbscsics T Lbsarlar T Lbsbribr + Lbscrler > pentru stator si (1.2,
Wes = Lesaslas T Lesbsibs T Lesesies T Lesarlar + Lesbribr + Leserler

War = Larasias + Larbs 1bs T Larcsics + Lararlar + Larbr ibr + Larcr ler
Wor = Lbrasias T Lbrbsibs T Loresics T Lbrar iar T Lbrbr ibr T Lorerler » pentru rotor. (L.3)
Wer = Lerasias T Lerbsibs T Leresics T Lerar lar T Lerbr ibr T Lerer der

In aceste ecuatii:

® Losas = Libsbs = Leses = Ls = Lins + Los reprezintd inductanta totala a infasurarii de faza statori-
ce, formata din inductanta utild L, s1 inductanta de scapari (de dispersie) L.

® Lorar = Lirbr = Lerer = L = Lo + Loy reprezinta inductanta totala a infasurarii de faza rotori-
ce, formata din inductanta utila L, si inductanta de scapari L.

° Lisjs = Ljsis R Lirjr = Lisir , Lisjr = Ljsir s Lirjs = Ljris ,cul#jsii,j=a,b,c, din motive de simetrie
electromagnetica a masinii.

® Lasbs = Libses = Lesas = Lims COS(2TC/3) = ('I/Z)Lms Sl Lases = Lisas = Lesbs = Lims COS(47I/3) =
(-1/2)Lys sunt inductantele mutuale dintre infasurarile de faza statorice.

b Larbr = Lbrcr = Lcrar = Lmr COS(27I/3) = ('1/2)Lmr $1 Larcr = Lbrar = Lcrbr = Lmr COS(47[/3) =
(-1/2)Ly,; sunt inductantele mutuale dintre Infasurarile de faza rotorice.

Inductantele mutuale dintre o faza statorica si o faza rotorica se exprima in functie de induc-
tanta mutuala maxima dintre aceste faze L,, si unghiul dintre axele magnetice ale infasurarilor res-
pective 0, determinat de pozitia relativa a rotorului fata de stator in corelatie cu dispunerea simetri-
ca a infasurarilor (decalate succesiv cu 2mn/3 radiani). Dupa cum am precizat, parametrii rotorului
sunt raportati la stator, din care cauza inductanta utila de magnetizare a fazei rotorice Ly, raportata
la stator este egald cu inductanta utild de magnetizare a fazei statorice L s1 egald cu inductanta co-
respunzatoare fluxului magnetic principal de faza a masinii: Lns = Ly = L. Aceste observatii per-
mit scrierea ecuatiilor fluxurilor sub forma urmétoare:

N . 2m). 4m ).
\Ilas:(Lm+Lcs)las_ELmlbs_ELmlcs+meoserlar+meos er"'? 1br + L €OS er"'? ler
1 ) ) 1 . 41t | ) 2. (1.4)
“Pbs:_ELmlaS+(Lm+Lcs)1bs_ELmlcs+meos 91‘"‘? lar ¥ Lim €080 ipr + Ly COS er"'? ler >

2

11 . 2n ), 4 ). .
“Pcs:__Lmlas_ELmlbs+(Lm+L0s)1cs+LmCOS er‘*‘? lar T Lim COS er‘*‘? ibr  Lm COSOricr



pentru stator i In mod similar pentru rotor:

) 4 21, ) 1 ) 1 )
War = Lm €086 1a5 + Ly COS 91‘"‘? 1bs T Lim COS 6r+? lcs+(Lm+Lcr)1ar_§Lmlbr_ELm1cr

21 ). ) 41 1 ) ) 1 )
Wpr = Lin €OS 01“*‘? las T Lm COSO;ips + Ly COS 61“*‘? lcs_ELmlar"'(Lm+Lcr)lbr_ELmlcr . (15)

4. 21 ). A T )
Yer = Lin COS er+? las + Lim €COS er+? lbs+meoserlcs_ELmlar_ELmlbr"'(Lm"'LGr)lcr

A - 1 1
NOtand. Lm + LGS _ Lm _ Lrn
p . 2 2
as las 1 1
[\P ]: WYos | > [is]: Ibs | > [ S]= _ELm L+ Leos _ELm ;
lI’CS iCS 1 1
] _ELm _ELm Lm+L0s_
_L +L ! L 1 L |
m or A~ Lm A Lm
Yar lar 1 2 %
=0 |5 [i]=in | ; [L]=| —=Lm Lm+Ler ——=Lm |:
Wer icr % 1 2
_ELm _ELm Lm+LGr
_ = 5 (1.6)
2n 4n
L Cos0;, Lncos| 0, + ? Lmncos| 0, + ?
4n 2n
[Lsr (er)]: Lmcos| 6, + ? Lm€osO; Lmcos| 6, + ? >
21 4n
Lmcos| 0, + ? Lmcos| 0, + ? L COSO;,
I 4n 21
LmCos0; Lmcos| 0, + ? Lmcos| 0, + ?
2n 4n
[Lrs (er)] = [Lsr ] r)]t Lmcos| 0, + ? Lmcos0; Lmcos| 0, + ? 5
4n 2n
Lmcos| 0, + ? Lmcos| 0, + ? LmCOsSO,
ecuatiile fluxurilor se pot scrie sub forma:
[we] = [LoJis]+ [Ler 00)]ic] ,  pentru stator si respectiv: (1.7)
[\Pr] = [Lr][ir] + [Lrs (Or)][is] , pentru rotor. (1.8)
Daca se noteaza: ,
[us] = [Uas Ubs ucs] s [ur] = [U—ar Ubr ll—cr]t (1.9)

matricele tensiunilor corespunzatoare celor trei faze statorice, respectiv rotorice ale masinii, prin u-
tilizarea relatiilor (1.6) si (1.9), se pot scrie ecuatiile tensiunilor sub forma matriceala:

o = Rl LTl L 0T
fur = Refib+ -l 0T+ (LT

Pentru a putea scrie mai compact ecuatiile fluxurilor pentru masina asincrond trifazata, se
formeaza prin combinarea matricilor corespunzatoare marimilor celor doua armaturi:
[lP]: [‘Pas Yos Wes War Yor ‘I‘cr]t si [i]: [ias ibs lcs lar 1br icr]t ) (1.11)
denumite matricile fluxurilor si curentilor masinii asincrone trifazate. Corespunzator, se va forma si
matricea inductantelor, utilizdnd matricele L, L, Ls(6;) si Ls(6;), conform relatiei:

(1.10)



[ 1 1 2n 4z ]
Lm+ Los ——Lm ——Lm LmcosO, Lmcos| 0, +— Lmcos| 0 +—
2 2 3 3
1 1 4n 2n
—=Lm Lm+ Lcs ——=Lm Lmcos er +— Lmcos er Lmcos er +—
2 2 3 3
1 1 2n 4n
~%Lm —-Lm Lm* Los Lm©0s| 0, +— | LmCos| 0, +— Lmcos0;
[L]-= 2 2 3 3 1.12
- 4n 2n 1 1 (1.12)
L COSO, Lm€os|{ 0 +— | Lpcos| 0, +— Lm+ Lor —ZLm ~5Lm
3 3 2 2
21 47 1 1
L cos 9r+? L, Cos0;, L cos 9r+? _ELm Lm+ Lor _ELm
4n 2n 1 1
Lmcos| 0, +— | Lmcos| 0, +— LmC0s0; ——Lm ——Lm Lm+Lor
i 3 3 2 2 |
Relatia (1.12), permite scrierea ecuatiilor fluxurilor sub formd matriceala:
[¥]=[L]i]. (1.13)

1.1.3. Cuplul electromagnetic. Ecuatia de miscare

Determinarea expresiei cuplului elecromagnetic dezvoltat de masina asincrona trifazata se
poate face plecand de la teorema fortelor generalizate (lagrangeene) in camp magnetic. Conform a-
cestei teoreme, energia localizatd in cAmpul magnetic al celor sase infasurari, este data de relatia:

t[:
WmZE[‘P] [1] (1.14)
Cuplul electromagnetic dezvoltat de masind va avea expresia generala:

_[ OWm _[ pOWm L O BT
M _( aem ji:const. (p aer ji:const. 2p|:aer ([l]t [L]t [1]):|

in care, p = numarul de perechi de poli ai masinii, 6,, = 6,/p este unghiul mecanic dintre rotor i sta-
tor, 0, fiind unghiul electric. De mentionat este faptul ca relatia (1.15) nu evidentiaza clar posibilita-
tea ca masind sd dezvolte un cuplu electromagnetic dependent de timp. Dependenta cuplului de
timp rezultd din dependenta curentilor si a inductantelor de cuplaj de factorul timp (inductantele de
cuplaj depind de unghiul 0,, care depinde la randul sau de timp).
Ecuatia de miscare este de forma: 4o
M=M+J

UMD

i=const.

o 1.16
” (1.16)

unde, M este cuplul electromagnetic dezvoltat de masina, M este cuplul rezistent la arbore (cuplul
de sarcind), J reprezintd momentul cinetic al tuturor maselor In miscare de rotatie raportat la arbore-
le maginii, iar Q, este viteza unghiulara.

Dupa cum se poate remarca, modelul matematic al masinii asincrone in coordonatele faze-
lor, cuprinde un sistem de sase ecuatii diferentiale de ordinul intai pentru tensiunile fazelor statorice
si rotorice, la care se adauga ecuatia de miscare 1n care intervin inductantele de cuplaj magnetic din-
tre rotor si stator. Aceste inductante sunt variabile in timp datorita variatiei in timp a pozitiei rotoru-
lui fata de stator, ceea ce inseamna cd aceste inductante depind de modul de functionare a masinii.
Din aceasta cauza, modelul matematic al masinii in coordonatele fazelor implica unele dificultati de
utilizare, in special in studiul regimurilor dinamice.

I.2. MODELUL MASINII ASINCRONE TRIFAZATE iN COORDONATE
ORTOGONALE

1.2.1. Transformari de faze

In scopul obtinerii unui sistem mai simplu de ecuatii pentru modelarea matematici a masinii
asincrone trifazate, s-a introdus conceptul de model bifazat al masinii trifazate. Pentru obtinerea a-
cestuia, fiecare din cele treit marimi de faza (curenti, tensiuni, fluxuri), se reduce la cate doud com-
ponente, dupa doud axe ortogonale, la care se adaugd componenta homopolard a sistemului trifazat
care, de cele mai multe ori nu existd sau nu se ia in considerare in calcul, deoarece influenta ei este



neglijabild. Astfel, fiecare din Infasurarile trifazate statorice si rotorice, se nlocuieste cu cate doua
infasurari ortogonale, iar masina trifazata se reduce la o masina bifazata echivalenta.

bs

&
a) b)

Fig. 1.2. Principiul transformdrii de faze: a) pentru mérimile statorice; b) pentru mérimile rotorice.

Relatiile de transformare din sistemul trifazat as - bs - c¢s (respectiv ar - br - cr) in sistemul
as - fs (respectiv ar - fr) se obtin prin proiectarea marimilor corespunzatoare fiecarei axe din siste-
mul trifazat pe cele doua axe ale sistemului bifazat. Notand generic aceste marimi cu m (curenti,
tensiuni, fluxuri) si neglijand in prima etapa componenta homopolara, se pot scrie conform figurii
1.2, urmatoarele relatii:

2 21 21 2 1 1
Mos = E{mas + Mps COS(—3 j + mgs COS[— —3 ﬂ Mgs = §|:mas - Embs - Emcs
2,y oy T 2fp B B ] D
mgs = 3 Mps SIN 3 +mCSSIIl 3 mgs 3 > Mps 5 Mcs

pentru marimile statorice si respectiv:

_E + COS| E + COS| —2—7‘: m zg|:1’Il —lm —lm :|
Mor — 3 Mar T Mbr 3 Mer 3 or 3 ar 5 br 2 cr
2 m

= , 1.18
_2 0+ mp,sin 2n + merSin o m 22 O+—3m —ﬁ 9
megr = 3 Mbpr 3 Mer 3 Br 3 2 br cr

pentru marimile rotorice.

Prin transformari de faze, efectele marimilor electrice si magnetice nu trebuie sa se modifi-
ce. Aparitia factorului de proportionalitate 2/3 se justifica prin faptul ca, dupd cum este bine cunos-
cut, in cazul masinilor trifazate, alimentate de la un sistem trifazat simetric de tensiuni sinusoidale,
solenatia rezultantd a masinii este de 3/2 ori mai mare decét solenatia corespunzdtoare unei singure
faze. Daca din solenatia rezultanta se doreste obtinerea solenatiei corespunzatoare unei singure faze,
existenta factorului 2/3 este evidenta.

Relatiile (1.17) si (1.18), pot fi scrise matricial sub forma:

1 1 1 1
Il —— —— | |Mas 1l —— —— | |Mar
l:mas:l 2 2 2 . {mar} _2 22 (1.19)

mfs 3 0 ﬁ _ﬁ | s Mmrs 3 0 ﬁ N3 mor
2 2 Mcg 2 2 Mcr
Daca se noteaza matricea de transformare a fazelor:
1 1
1] —— =
F-3 5 7
3 0 \/g \/5 (1.20)

2 2

si se fac notatiile:

(V)]



m m Mas Mar
as ar
[m]asﬁs |: :| [m]arﬁr |: } ’ [m]asbscs =| mbs | > [m]arbrcr= mpy | > (1.21)
relatiile (1.19) se pot scrie sub forma: Mecs Mer
[m]asﬁs,arﬁr = [F][m]asbscs,arbrcr : (1.22)

Trecerea de la sistemul trifazat la sistemul bifazat, se face deci, prin intermediul matricei de
transformare F care, in cazul in care nu se tine seama de componenta homopolara, are forma (1.20).

Dupa cum se poate remarca din figura 1.2, in sistemele de coordonate bifazate ortogonale
axele as, respectiv ar, coincid cu axele fazelor as, respectiv ar.

Transformarea de faze inversa, de la sistemul bifazat la sistemul trifazat se face prin proiec-
tarea marimilor bifazate de pe axele as, respectiv ar, pe axele as, bs, cs (figura 1.2). Se vor putea
scrie relatiile:

Mas = Mgg Mas = Mos
2n . (2m 1 3
Mbs = Mos COS(?) + mgs Sln(?] =\ Mps = _E mgs + 5~ > mps > (1.23)
21 21 N ﬁ
Mcs = Mas COS(_ ?j + mgs Sm(_ ?j Mes = > Mos ) mgs
pentru marimile statorice si:
Mar = Mor Mar = Mgs
( 2n j . ( 27r) 1 3
Mbr = Mor€OS| —— |+ mp,SIN| —— = {Mbr =~ Mer+ 5 mpr > (1.24)
3 3 2 2
2n 2n 1 V3
Mer marCOS(— ?j + Mmpr s1n(— ?J Mer = Emar 7 Br
pentru marimile rotorice.
Notand si in acest caz matricea de transformare inversa a fazelor:
1 0
[FI]=| - 1
2 2 |’ (1.25)
1 3
2 2
se poate scrie ecuatia matriciala de transformare inversa, similara cu (1.22)
[m]asbscs arbrer [FI][m]asﬁs arfr - (1 26)

In cazul in care se tine cont si de componenta homopolari, transformirile de faze directe
(din trifazat in bifazat) vor fi de forma:

2[ 2n 2n 2[ 1 1
Mgs = 5 Mas T Mbs COS(?} + mes COS[_ ?j:| Mgs = E _mas - Embs - Emcs}
g = 2|0 sm&"j ‘e sin(— 2_;]} g = 2{0+ 2 e - gm} L (127)
2l1 1 1 2[1 1
mhszg_5m3s+5mbs+5mcs:| Mhs =3 Emas"'ambs""amcs}
pentru marimile statorice si similar pentru marimile rotorice (indicele s se Tnlocuieste cu indicele r).
Notatiile:
Mgs Mar
[m),ps = | mps |» [mupe =] mpe | (1.28)
Mhs Mhr



respectiv:

[Fl-3

0
1

2

1
- -
V3

22
11
2 2

: (1.29)

permit scrierea ecuatiei matriciale de transformare directa sub forma (1.22), singura diferenta cons-

tand in expresia matricei F.

Transformarea de faze inversa (de la sistemul bifazat la sistemul trifazat), se face la fel ca in
cazul anterior, cu singura diferenta ca se tine cont de componenta homopolara:

Mas = Mgs T Mhs

2
Mps = Mgs COS| —

i . (2.
3 +mBSSIH ? + Mhs —

2n ) 21
Mcs = Mgs COS —? +mﬁ551n —? +th

Mas = Mgs T Mhs
1 NE)

mbs:_Emas+7mBs+mhs 5 (1.30)
1 V3
Mes = _Emas _Tm[}s +mps

pentru marimile statorice si similar, prin inlocuirea indicelui s cu indicele 7, pentru marimile rotori-
ce. In acest caz, matricea de transformare inversa a fazelor este:

[F1]=

1
1

2
1

2

0 1
RER
2

V3
2

]! (1.31)

adicd inversa matricei F de transformare directd. Si in acest caz, se poate scrie ecuatia matriciala de
transformare inversa, similara cu (1.26), singura diferenta fiind ca in loc de matricea FI, va apare

. . o -1
matricea inversa F .

Rezultatele transformarilor de faze sunt ilustrate in figura 1.3.

Br

Fig. 1.3. Transformari de faze la masina asincrona trifazata.

Din momentul in care se fac transformarile de faze prezentate mai sus, masina asincrona tri-
fazatd simetricd, se trateaza ca o masind asincrona bifazatd simetrica. Pe langa reducerea numarului
de ecuatii care descriu din punct de vedere matematic comportarea masinii, modelul bifazat simpli-
ficd si ecuatiile de functionare, prin faptul ca intre infasurarile de faza ale aceleiasi armaturi (ale sta-
torului sau ale rotorului) nu mai existd cuplaje magnetice, deoarece axele magnetice ale infasurari-
lor arméturii respective sunt ortogonale. Din aceste motive, in cele ce urmeaza se va considera ca
punct de plecare o masind asincrond bifazatd echivalentd cu masina asincrona trifazata (deoarece a
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fost obtinuta prin transformare de faze), a carei infasurari sunt fizic plasate int-un sistem ortogonal
de axe. Modelul bifazat este valabil deci atat pentru o masina bifazata, cit si pentru o masind trifa-
zatd dupa efectuarea transformarilor de faze.

1.2.2. Ecuatiile tensiunilor masinii asincrone bifazate. Transformari de axe

Conform celor afirmate In paragraful anterior, prin efectuarea transformarilor de faze, masi-
na asincrond trifazatd se transforma intr-o magind asincona bifazata. Din aceastd cauza, in figura
1.4, axele magnetice ale infasurarilor au fost notate as — bs (respectiv ar — br) si nu as - fs
(respectiv ar - fr) cum au fost notate in paragraful anterior, pentru a pune in evidentd transformari-
le de faze. Pozitia rotorului fata de stator este caracteri-
zatd la un moment dat de unghiul electric 6,, care se
modifica in timp datoritd vitezei electrice a rotorului
Q.. Sistemul de axe d-g, se roteste fatd de axa fixa de
referinta care coincide 1n cazul de fata cu axa as, cu vi-
teza (), iar pozitia acestui sistem de axe este caracteri-
zatd la un anumit moment de unghiul Oy, raportat la a-
ceeasi axa fixa de referinta.

Cu precizarile si notatiile mentionate n cazul
masinii asincrone trifazate, se pot scrie pentru masina
asincrona bifazatd ecuatiile tensiunilor:

d .
Uas = Rs las + _\Pas Uar = erar + _\Par

dt dt
Fig. 1.4. Schema electrici a masinii . d ’ . d " (1.32)
asincrone bifazate Ubs = Ryibs * E\Pbs Ubr = Retor ¥ E‘Pbr

Sistemele de ecuatii (1.32) au fost scrise in sisteme de referintd diferite. Din aceasta cauza,
se pune problema utilizarii unui sistem de referinta unic. D — g. In acest scop, se proiecteaza pe di-
rectiile d si respectiv g, marimile statorice si respectiv rotorice conform relatiilor generale:
Mds = Mas COS O + mps SIN Of Mdr = Mar €0S(0f — 0;) + mpyr sin(Q¢ — 0,)
Mgs = ~Mag SinQf + mps COSOf {mqr = — Mg SIN(Of — 0;) + mp €080 —0;)
Relatiile (1.33) se pot scrie mai compact, sub forma matriciala:
mas | _[ cosfr  sin@r | [ma mar | _ [ cos(or —0;)  sin(or - er)} | {m}
mgs| |—sin@r cosOr] |mps|’ mgr| | -sin(6r—0;) cos(0r—6:)] [mpr] (1.34)
Facand notatiile:

Mps Mgs Mpr Mgr
transformarile de axe se pot scrie comgact sub forma:

(1.33)

[mlsq =[TAG)] [m] »  [melyg =[TA(6F~6,)] [m.] . (1.36)
in care operatorii de transformare de axe (numiti si operatori d? rota‘gie)), au e?presiile):
cosQf sinff cosl0f —0y) sinl@f—0;
TA(o¢)|= , |TAlor—0,)=| . (1.37)
[ (Gf)] {— sinQf cosef} [ (Of Or)] {— sm(ef - er) cos(ef - er)}

si proprietatile: COSOL —SinGl d

TA(@)]" =[TAC o) = [TA@)] =| . 9 fra@)]= 1 TA(E—a ;

sino.  coso. da 2 (1.38)

o [rA(@)]-[TAB)]=[TA(e+B)] - _

Matricile marimilor rotorice au indicele 6, deoarece rotorul este rotit fatd de stator cu un-
ghiul O,.

Transformarea inversa, din sistemul comun de axe d-gq, in sistemele reale as — bs si ar — br,
respecta evident, relatiile:

[ms] = [TAG] ™ [mslaq - [mdor =[TAGr=0.)] " “[me]yq - (1.39)



Aplicand transformarile de axe, ecuatiile de functionare ale masinii asincrone bifazate se vor
putea scrie 1n referentialul unic d — ¢, care in cazul cel mai general se roteste fatd de o axa de refe-
rintd fixa cu viteza Or. Principiul si avantajele transformarilor de axe sunt ilustrate in figura 1.5.

[TA®)]
[TA®-6,)]

axa fixa de
referinta

[TA®-60,)]"
[TA@)]"

Fig. 1.5. Transformari de axe la masina asincrond bifazata.

Utilizand relatiile (1.34) sau (1.36), pentru tensiunile, curentii si fluxurile din ecuatiile
(1.32), vor rezulta ecuatiile tensiunilor masinii asincrone bifazate, scrise intr-un referential comun d

p— q"

d .. d
Uds = Rsids+al{lds _O)fqus . Udr = erdl‘—i_alydl‘_(mf_mr)lpqr (139)
d ’ .. d ’
qu = Rs iqs + a‘{lqs + of LPds uqr = erqr + a‘{lqr + ((Df - 0\)1') LPdr
in care, wf = d(0¢)/dt si ©; = d(6,)/dt, deoarece am presupus initial p = 1, deci or= Q¢ i ©; = Q.
Observatie

Tensiunea aplicata la bornele infagurarii de faza a masinii este echilibrata de caderea de ten-
siune pe rezistenta ohmica a fazei respective si de tensiunea indusa datoritd fluxului magnetic varia-
bil imbratisat de faza in discutie. Tensiunea totala indusa intr-o infasurare E;, nu depinde de viteza
sistemului de referinta: d

et:_alpt . (140)

Tensiunea indusa rezultanta (1.40) se descompune in doud componente: una de pulsatie (flu-
xul variaza in timp datorita curentului variabil in timp care-1 produce) e, si alta de rotatie (fluxul va-

riazd in timp datoritd schimbdrii pozitiei in timp a rotorului fata de stator) e;.

0¥, oy, do do
_?’ erz_T'aa et:ep+er9 ., Of ~ Wsr > (141)

iar g, reprezintd viteza cu care se rotesc conductoarele Infasurarii respective fata de un referential
fix. In cazul statorului, o = 0, iar pentru rotor, ®, = ®,. Prin aplicarea relatiilor (1.41) unei infasurari

din axa d si respectiv g, se rezulta:
.__@‘{’di_@.ﬁ‘f’di ei:_%_@.%, (1.42)
i T T o ’ 1 ot dt o6 ~

ep_

Deoarece s-a presupus initial ca fluxurile au o distributie spatiald sinusoidald a fluxurilor
magnetice g 51 Wi, se poate aﬁrgla: oy

algdl =Wy =W (1.43)

Semnele “ - ” s1 “ + ” din relatiile (1.43) evidentiaza faptul ca fluxul ¥y induce tensiune de

rotatie in infasurarea di aflatd la 90° in urma fata de sensul de rotatie ales, in timp ce Wg induce ten-

siune de rotatie in infasurarea ¢i aflati la 90° in avans, in raport cu acelasi sens pozitiv de rotatie a-

les. Ecuatiile (1.43) pun in evidenta faptul cunoscut ca tensiunea indusa prin rotatie intr-o infagura-

re, este efectul curentului care circuld prin infasurarea din cealalta axa ortogonala, fapt demonstrat

de ecuatiile (1.39).




1.2.3. Ecuatiile fluxurilor masinii asincrone bifazate

Infasurarile statorului si ale rotorului unei masini asincrone bifazate sunt cuplate electro-
magnetic prin intermediul campului magnetic din intrefier, chiar daca sunt izolate din punct de ve-
dere galvanic. Atat fluxul statoric, cat si cel rotoric sunt rezultatul contributiei comune al curentilor
care circuld prin infasurarile celor doua armaturi. Deoarece intre rotor si stator existd in general o
migcare relativa, inductanta mutuald dintre o Infasurare statorica si o infasurare rotorica va depinde
de pozitia rotorului la un moment dat. Dupa cum am precizat, curba de magnetizare a fierului se
considera liniara, in acest caz putand aplica principiul suprapunerii efectelor pentru calculul fluxuri-
lor.

Pozitia relativa dintre rotor si stator la un moment dat este 6,, dintre axa magnetica a fazei as
a statorului si respectiv a fazei ar a rotorului, conform figurii 1.6.

Fig. 1.6. Inductantele masinii asincrone bifazate.

Pentru exprimarea fluxurilor de fazd se va tine cont de faptul ca fluxul imbratisat de o faza
oarecare a masinii este determinat att de curentii statorici, ct si de cei rotorici. In acest context se
poate scrie:

Was = Lsias T Lasariar T Lasbribr 5 Wbs = Lsibs T Lbsarlar T Lbsbribr (1 .44)
War = Lriar + Larasias T Larbsibs > Wor = Lribr + Lbrasias T Lbrbsibs >
in care inductantele care intervin sunt indicate in figura 1.6. Considerand ca si In cazul masinii asin-
crone trifazate L, inductanta mutuald maxima dintre o faza statorica si o faza rotorica in momentul

in care axele magnetice ale celor doud faze sunt coliniare, inductantele mutuale din ecua-tiile (1.44)
vor avea forma:

Lasar = Lbsbr = LmCOS(Or)
Laras = Lbrbs = Lm COS(_er) = Lasar = Lbsbr

T . T
Lasbr = meos(5+ erj = —LmSIH(er) = LmCOS(_E - er) = Lbras (1 .45)

T .
Lpsar = LmCOS(E - erj = Lmsnl(er) =Larbs -

Deoarece rotorul isi modifica pozitia fatd de stator (0, variaza in timp), ecuatiile fluxurilor
vor avea coeficienti constanti numai dacd sunt raportate la acelasi sistem de axe. Pentru raportarea
la referentialul d — g unic, se considera relatiile (1.36) care se aplica sistemului (1.44), cu inductan-
tele definite 1n (1.45). Va rezulta:

Wds=Lsidst Lmidr > Wqs =Lsigst Lmigr

War=Lridr + Lmids > Wqr=Lrigr+Lmids -
Inductantele totale proprii ale infasurarilor de faza L si L, au aceleasi expresii ca cele de la
magina trifazata, fiind suma dintre inductanta proprie utild si inductanta de scapari. Daca fluxurile si
curentii sunt raportati la stator, se poate scrie:
Lms =Lmr =Lm > (1.47)
relatie care permite exprimarea convenabild a fluxurilor si ulterior, la reprezentarea schemelor echi-
valente.

(1.46)
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I.2.4. Curentul de magnetizare
Fundamentala tensiunii magnetomotoare (solenatiei) produse de una dintre infasurarile de
faza ale masinii, are o repartitie sinusoidala de-a lungul intrefierului si valoare maxima pe directia
axei magnetice a Infasurdrii respective. Din aceastd cauza, solenatia unei faze se poate reprezenta ca
un vector coliniar cu directia axei magnetice a fazei respective.
Solenatia rezultanta Tn masind este efectul tuturor curentilor de faza, putand fi scrisa vectori-
al sub forma: _ .
Vrez = Vas + Vbs + Var + Vbr . (1.48)
Vectorii reprezentativi ai solenatiei de faza sunt proportionali cu curentii ce strabat infasura-
rile fazei respective: B o o
Vrez Zkvs(ias +ibs)+kvr(iar +1ibr) , (1.49)
in care curentii rotorici sunt cei fizici care circuld prin masina, iar coeficientii de proportionalitate
kys s1 kyr depind de parametrii armaturii statorice si respectiv rotorice.
Curentul de magnetizare va fi vectorul:
i =2 g s+ (L +ibr) (1.50)
VS VS
unde raportul k,,/kys este factorul de raportare la stator, al curentilor rotorici. Expresia curentului de

magnetizare va deveni in acest caz: _ o L
im :ias +ibs +iar +ibr . (151)

Proiectand vectorul curent de magnetizare pe axele d — g :
{imd =1asCOSOf +ibsSINOf +iarCOS(Of —Or) +ibrSin(Of —Or)

imq =—las sin Of T1psCOSOf —1iar Sil’l(ef — er) + ibrcos(ef — 91‘) (1 52)
si tindnd cont de relatiile (1.33), rezulti componentele curentului de magnetizare:
lmd = ldS + ldr
(1.53)

imq = iqs + iqr
Pornind de la relatia (1.51), se pot obtine in mod similar, componentele curentului de mag-
netizare pe axele as — bs sau ar — br.

1.2.5. Puterea si cuplul electromagnetic
Puterea electrica instantanene a masinii asincrone bifazate caracterizeaza circulatia energiei
intre reteaua electrica si masina. In cazul cel mai general cand alimentarea se face atat prin stator cat
si prin rotor, aceasta putere instantanee va avea expresia:
P; = Uasias T Ubsibs T Uariar T Ubribr - (1.54)
Deoarece operatia de raportare nu modificad forma expresiei puterii instantanee, expresia
(1.54) este valabila in ambele cazuri (parametrii rotorici reali sau raportati).
In (1.54) se aplica transformarile de axe (1.39) si se obtine expresia puterii instantanee in re-
ferentialul d — ¢:
P;j =udsids t ugsigs T udridr tuqrigqr - (1.55)
Si in acest caz, pentru deducerea expresiei cuplului electromegnetic, se va apela la teorema
fortelor generalizate (lagrangeene) in camp magnetic:

0
M= [—“ mj
0 Jiconst. (1.56)

Wi, reprezintd energia localizatd in campul magnetic al celor patru infasurari cuplate magnetic,
iar coordonata generalizatd 0 este unghiul geometric care reflectd pozitia rotorului in raport cu statorul
la un moment dat. La o masina bipolara, 6 = 6,, iar In cazul general, 6 = 0,/p.

Wm:E(\Pasias+\Pbsibs+\yariar+\ybribr) . (1.57)
Deoarece curentii de fazd sunt constanti in raport cu coordonata generalizata, se poate scrie:

M—l : i\}; +1 i\}; +1 i\{; + 3 i\{;
zplas&er as lbsaer bs laraer ar lbraer br| - (1.58)
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In conformitate cu relatiile (1.44) si (1.45) care definesc fluxurile magnetice in masina si uti-
lizand relatiile de transformare (1.39), se va obtine expresia cuplului electromagnetic in referentialul
comun d — ¢, in functie de curenti:

M:me(iqsidr_idsiqr) . (1.59)

Pe baza relatiilor (1.46)se poate exprima cuplul electromagnetic in functie de marimile sta-
torice:

M:p(\Pdsiqs_“quids) 5 (160)
sau in functie de marimile rotorice:
M:p(quridr_\Pdriqr) . (1.61)

Precizare I. Ecuatia de miscare isi pastraza forma (1.16).

Precizare I1. Din motive didactice, pentru o intelegere mai ugoard a modului de prezentare a
modelului matematic al masinii asincrone bifazate, provenite dintr-o masind asincrona trifazata si-
metricd, s-au folosit relatiile de transtormare de axe care considera componenta homopolara nula.
Neglijarea componentei homopolare nu introduce erori in cazul sistemelor trifazate sau bifazate si-
metrice. Pe de altd parte, modelul prezentat mai sus corespunde unei masini asincrone bifazate si-
metrice reale.

1.2.6. Modelul masinii asincrone intr-un referential solidar cu statorul

Odata realizate transformarile de faze, masina asincrona trifazata devine o masina bifazata,
care prin transformari de coordonate se poate modela intr-un referential unic d — g. Acest referential
se roteste fatd de o referinta fixa cu viteza or. Daca se particularizeaza viteza de rotatie a referentialu-
lui unic wf= 0, se va obtine modelul masinii intr-un referential solidar cu statorul.

Plecand de la sistemul de ecuatii (1.39) si anuland viteza de rotatie a referentialului unic se
vor obtine ecuatiile de functionare a masinii intr-un referential solidar cu statorul.

. d : .
ds = Rslds + alyds ; Was = Lsids + Lm1dr
qs = Rs iqs dt qus 5 \qu = LS iqs + Lm iqr (l 62)
. d : :
udr = Rrigr + al{ldr torPer > War = Lridr + Lmids
d
g =R iqr + aqur —orWar > Wqr =Lt iqr +Lm iqs
Ecuatiile (1.62) permit realizarea schemei echivalente prezentata in figura (1.7).
For'P(q,dyr
i(aq)sRs Los bor o~ R g

ol

Im(d.q)

U(d,q,)s
d‘P(d d¥(d,q,)s L5

(o

0

Fig. 1 7. Schema echivalentd a maginii asincrone intr-un referential d — ¢ solidar cu statorul (0=0).

Ecuatiile (1.62) au o forma relativ simpla, dar ascund existenta tensiunii de rotatie in circui-
tul statorului. Cele doud infasurari statorice ortogonale par independente una fata de cealalta. In rea-
litate, ele sunt cuplate magnetic datoritd miscarii rotorului cu viteza w,, prin fluxul rotoric ¥(qay,
flux care depinde de tensiunea de rotatie, deci de .

Tinand cont de asezarea ortogonald a infasurarilor, se considerd cd modelul Tn coordonate
statorice este cel mai adecvat in anumite cazuri, deoarece nu mai necesita nici o transformare de co-
ordonate a parametrilor statorici.
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L. 2.7. Modelul masinii asincrone intr-un referential comun, care se roteste cu viteza wr

Plecand de la ecuatiile generale (1.39), se pot deduce ecuatiile de functionare ale masinii a-
sincrone 1n regim de simpla alimentare, intr-un referential care se roteste cu viteza wr fatd de o axa
de referinta fixa. In majoritatea cazurilor, viteza referentialului comun oy este egala cu viteza cam-
pului magnetic invartitor rezultant din masind (viteza de sincronism).

.. d . :
Uds — Rs 1ds + a\vds - f \qu 5 st = LS 1ds + Lm 1dr
.o d . :
uqs:Rslqs—i_a\Vqs—i_(ﬂf Was 5 qu_Ls lqs+Lm Igr (1.63)
.. d . .
Udr = Rridgr T a\l’dr - ((Df - r) \Vqr; Var = Lridr T L ids
.. d : :
Uqr =~ R: 1gr + E\Vqr + ((Df - (Dr) Yyrs \Vqr =L 1gr + Lm Igs -
Schema echivalenta corespunzatoare acestui model este prezentata in figura 1.8.
For'¥(g.ds F(or—or) P(q.dyr

i(d,q,)s Rg /\ Los Lor ’/\ R i(d,q,)r

Fig. 1.8. Schema echivalenta a masinii asincrone intr-un referential d — ¢ solidar cu cAmpul magnetic invartitor.

Cuplajul dintre stator si rotor, nu este in realitate o conexiune electrica, ci este rezultatul cu-

plajului magnetic prin intermediul fluxului ¥, din intrefier:
Vmn(d,q ~ Lm(i(d,q)s Tidqr) -

Conectarea electricd a rotorului la stator (ca si in cazul anterior) se face in mod fictiv, in ur-
ma unor artificii matematice, In urma raportarii marimilor din rotor la frecventa si numarul de spire
al Infagurarilor statorice.

Trebuie de mentionat faptul ca statorul si rotorul sunt cuplate nu numai prin intermediul in-
ductantei Ly, si a curentului de magnetizare, ci si prin cele doua surse de tensiune de rotatie, la care
intervin fluxurile. Pe 1anga aceasta, apare o legdtura cu caracter electrico-mecanic datoritd unei sur-
se de tensiune din circuitul rotorului, care depinde de viteza acestuia o,

1.2.8. Modelul masinii asincrone intr-un referential solidar cu rotorul
Daca referentialul d-q este solidar cu rotorul, ®¢ = @y, iar functionarea masinii este descrisa
de sistemul de ecuatii:

Uds = Rsids + %‘Vds “Or Vg5 VW4s = Lsids T L idr

Ugs = Rsigs T %\Vqs TorWass  Wge™ Lsigs T Lmigr (1.64)
udr = Rrigr T %\l’dr ; V4 = Lridr T Linids

Ugr = Rrigr T %\vqr ; Var = Lrigr t L igs -

Schema echivalenta corespunzatoare sistemului (1.64) este prezentata in figura 1.9.

Modelul masinii in referential d-q solidar cu rotorul pune in evidenta influenta curentului dintr-
o faza statoricd asupra curentului din cealaltd infasurare de fazd prin intermediul fluxului Y(qa) 1 a
miscarii rotorului w,. In acest caz, infasurdrile rotorice par independente, dar legatura dintre ele se reali-
zeaza prin fluxul statoric Yg,ays $1 ©r.
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For'W(q,d)s
Ry /—\ Los Lor Rr  idgyr
m
L, d¥(d,g)r

U(d,q,)s L
d¥d.q)s L5
dt lm( dq) dt

(o 0

i
(d,q.)s

U(d,q,)r

Fig. 1.9. Schema echivalentd a maginii asincrone intr-un referential d — ¢ solidar cu rotorul.

Indiferent de modul cum se considera sistemul de referintd d - ¢: solidar cu statorul (w=0), soli-
dar cu rotorul (wf = wy) sau rotindu-se cu wyr (uzual se considera solidar cu campul magnetic in-vartitor
din intrefier, wf = viteza de sincronism), expresiile cuplului electromagnetic (1.59), (1.60), (1.61) pre-
cum si ecuatia de miscare (1.16) raman aceleasi.

1.3. MODELUL MASINII ASINCRONE BIFAZATE CU FAZORI SPATIALI

Modelul matematic al masinilor electrice de curent alternativ avand la baza teoria fazorilor
spatiali este dupd cum se va vedea in continuare mai simplu, deoarece fiecare marime bifazata sau
trifazata (tensiune, curent, flux), se reduce la un singur vector plan (fazor spatial), care se poate trata
ca o marime complexa. Acest fapt permite o scriere mai compacta a ecuatiilor de functionare a ma-
sinii.

Principiul modelarii masinii asincrone bifazate cu fazori spa‘giaéi este ilustrat 1n figura 1.10.

s

a)

Fig. 1.10. Principiul modelarii masinii asincrone bifazate cu fazori spatiali.

Folosirea fazorilor spatiali in teoria unitard a masinilor de curent alternativ confera o imagi-
ne unitard a fenomenelor, permitadnd o interpretare fizica elegantd si intuitiva. Utilizarea modelului
matematic cu fazori spatiali, a conferit premizele aparitiei conceptului general de sistem de reglare
asociat acestor masini, constituind suportul fizic pentru studiul sistemului general masina — conver-
tor static — sisteme de reglare in bucla inchisa.

In literatura de specialitate, s-au folosit denumirile: fazor spatial, sinor reprezentativ sau si-
nor spatialo — temporal reprezentativ, fazor spatialo — temporal reprezentativ. Se considera in ge-
neral ca denumirea de fazor spatial este cea mai recomandatd, deoarece In compunerea acestuia in-
tervin toate elementele componente instantanee ale fazelor. Fazorul spatial caracterizeazd intregul
sistem, dupa cum urmeaza:

- indica evolutia In timp a marimilor de faza, defazajul in timp aparand sub forma vectoriala,
fapt care justifica denumirea de “fazor” in loc de vector;

- indica si defazajul in spatiu, datorat dispunerii din punct de vedere constructiv a Infasurari-
lor, acest lucru justificind denumirea de “spatial”. Matematic, aceasta intervine prin aplicarea ver-
sorilor in directia axelor magnetice ale fazelor.

14



Se poate afirma ca fazorii spatiali sunt deci niste vectori, care poartd informatii despre evo-
lutia in timp a marimilor de faza si despre evolutia in spatiu a rezultantei acestora, fiind continuti in-
tr-un plan perpendicular pe axa arborelui masinii.

I.3.1. Vectorul spatial asociat curentului printr-un solenoid

Daca un solenoid cu w numar de spire este parcurs de un curent de valoare instantanee 7, va
apare un camp magnetic produs de solenatia v = wi (figura 1.11).
Solenatia actioneaza In directia axei spatiale de
Li magnetizare a solenoidului (bobinei). De aici rezulta
B faptul ca directia fluxului magnetic variaza odata cu po-
zitia spatiald a solenoidului. Se poate spune deci, ca so-
lenatia este caracterizata de un vector spatial a carui di-
rectie coincide cu cu directia axei de magnetizare a sole-

axa

Fig. 1.11. Vectorul spatial de curent al unui noidului §i a carui marime este egala cu valoarea instan-
solenoid. tanee a solenatiei:
V=w-i. (1.65)

Numarul de spire w este un numar scalar. Din aceasta cauza, curentul i va deveni o marime
vectoriald a carei directie coincide cu directia solenatiei, respectiv cu directia fluxului. Considerand
L inductanta solenoidului, se poate scrie:

WoLi, (1.66)

1.3.2. Fazorii spatiali ai masinii asincrone bifazate

Este cunoscut din teoria generala a masinilor de curent alternativ ca, datorita spirelor infasu-
rarilor, distributia solenatiei (a curentului) de-a lungul intrefierului este discontinud (solenatia varia-
za 1n trepte). Teoria clasica a masinilor electrice ia In considerare numai fundamentala solenatiei
v(1), neglijand armonicile spatiale superioare ale acesteia. Se presupune in cele ce urmeaza o distri-
butie continud sinusoidald de-a lungul intrefierului si pentru curent.

Fundamentala solenatiei poate fi reprezentata de un vector spatial v, care are directia colinia-
ra cu directia valorii maxime a sinusoidei, iar lungimea lui este proportionald cu aceasta valoare ma-
ximd. Valoarea maxima a distributiei spatiale periferice a curentului si solenatia diferd numai prin
numadrul de spire al infasurarii. Deci si distributia periferica de curent se poate reprezenta la un mo-
ment dat printr-un vector spatial de curent i, in directia vectorului spatial al solenatiei. Fluxul mag-
netic este proportional cu curentul, care la randul lui este proportional cu solenatia si conform relati-
ilor (1.65), (1.66) si fluxul ce caracterizeaza campul magnetic, poate fi reprezentat printr-un vector
W care are aceeasi directie.

In cazul unei masini asincrone bifazate, vor exista doud infisuriri cu axe magnetice ortogo-
nale, conform figurii 1.12 a), in care s-au reprezentat liniile de cAmp corespunzatoare fazei a statori-
ce, precum si vectorul corespunzator fluxului acestei faze. Acest vector 1si va schimba sensul perio-
dic, daca faza este parcursa de curent alternativ. Vectorul corespunzitor curentului va avea aceeasi
directie si acelasi sens.

a A
b Infagurare Infasurare
de faza~ /e faza~
a
b
00000~ =
a a +j
b
b
a) b) c)
Fig. 1.12. a) liniile de cAmp ale fazei a; b) reprezentarea dupa directia axei magnetice; ¢) sensurile de referinta ale

fluxurilor.
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Indiferent de modul de evolutie n timp a curentului ce parcurge infasurarea de faza, lui i va
corespunde un vector spatial de directie fixa, coliniar cu axa magnetica a infasurarii, sensul si lungi-
mea sa fiind determinate de valoarea instantanee a curentului in momentul considerat. In figura 1.12
b), s-au reprezentat simbolic infasurarile fazelor a si b dupa directiile axelor magnetice ale Infasura-
rilor.

Corespunzdtor celor doua faze ale masinii, apar doi vectori spatiali de flux magnetic ‘¥, si
Wy, defazati in spatiu cu m/2 radiani electrici. Lungimea si sensul fiecaruia sunt impuse de valoarea
instantanee a curentului care parcurge faza respectiva. In figura 1.12 ¢), sunt indicate sensurile pozi-
tive ale fluxurilor corespunzatoare celor doud faze ale masinii.

Curentilor de faza i, si ips le vor corespunde vectorii spatiali i, §i ips. Directia in spatiu a
vectorilor i, $i 1ps €ste impusa de pozitia in spatiu a axelor magnetice ale infasurarilor (pozitia infa-
surdrilor). In cazul masinii de constructie obisnuitd, cu simetrie cilindrica, toti vectorii spatiali se
gasesc Intr-un plan perpendicular pe axa longitudinala a masinii (perpendicular pe arborele masinii),
avand fiecare dintre ei o directie fixa, variind doar sensurile si lungimile lor, dupd cum evolueaza in
timp curentii de faza.

Vectorii corespunzatori curentilor de faza, avand pozitie bine determinatd in spatiu, se pot
exprima prin numere complexe. Dacd se considera axa reala a sistemului de coordonate in directia
axei de magnetizare a fazei a, vectorii spatiali ai celor doua faze vor fi:

ias as > ibs = J 1bs - (1 -67)

Efectul rezultant al celor doi vectori de curenti este dat de suma lor vectoriald, care conduce

la un vec-tor bifazat de curent: L .
lszlas+1bs=iaS+JibS : (1.68)

Cei doi curenti de fazd se caracterizeaza global, printr-o singurd marime $i anume fazorul
spatial de curent, care are doud componente: una reald i una imaginara.

Este de mentionat faptul cd, prin insumarea vectorilor spatiali ai celor doi curenti de faza se
obtine un vector rezultant corect, numai daca repartitia campului magnetic de-a lungul intrefierului
este sinusoidald. Acest lucru este valabil daca se ia In considerare numai fundamentala campului
magnetic din Intrefier.

Armonicile de ordin superior constituie consecinta distributiei infasurarilor si a neregularita-
tilor intrefierului produse de crestaturi sau poli. Si pentru armonicile de ordin superior poate fi ex-
tins vectorul spatial si la rindul sdu fazorul spatial.

In mod analog, se defineste fazorul spatial al tensiunii si al fluxului:

Es:uas_’_jubs; gs:l}‘as—i_j‘{’bs > (1.69)
in care Uy, Ups, Pas, Pos, sunt valorile instantanee ale tensiunilor si respectiv ale fluxurilor corespun-
zatoare celor doua faze ale masinii.

Nu trebuie de uitat faptul ca sistemul de axe al planului complex, in cazul marimilor statori-
ce este legat de stator (figura 1.10), deci este fix in spatiu.

Cand se definesc fazorii spatiali ai marimilor rotorice, se utilizeaza un plan complex a carui
axa reald coincide cu directia axei de magnetizare a Infasurarii fazei ar a rotorului. Prin urmare, fa-
zorii spatiali corespunzatori marimilor rotorice 1n sistemul complex legat de rotor vor fi:

L =iar T Jibrs U =uar T Jupes ¥ = War T ) Wor - (1.70)

Definirea fazorilor spatiali permite reducerea celor doua faze ale masinii la o singurd faza
complexad pentru stator si o singurd faza complexa pentru rotor, dupa cum se poate vedea in figura
1.10.

Reprezentarea din figurd este simbolica. Faza statorica complexa care este suportul fazorilor
spatiali statorici a fost reprezentata in axa reald a planului complex statoric, dar pozitia ei este de
fapt impusa de pozitia fazorului spatial in acest plan la un moment dat. Aceeasi precizare este vala-
bila si pentru faza complexa rotoricd. S-a preferat acest mod de reprezentare intuitiv pentru a se de-
monstra ca folosirea fazorilor spatiali permite reducerea celor doud faze ale masinii la o singura fa-
za complexa statoricd si respectiv rotorica, solidare cu sisteme de referintd complexe diferite. Prin
aceasta, este suficient sa se scrie cate o singurd ecuatie de functionare pentru stator si respectiv ro-
tor, In loc de doud ecuatii, corespunzatoare fiecdrei faze.
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1.3.3. Transformari de axe ale fazorilor spatiali
Un fazor spatial este definit intr-un plan complex, fiind de forma:

Y=Yre ti¥ym=vye'", (1.71)
unde y reprezintd modulul vectorului, iar y argumentul sau. Expresia vectorului va depinde de axele
planului complex la care este raportat. Se considerd o axa fixa de referintd si doud sisteme de axe a
caror pozitie este definitd prin unghiurile a; $i 0, ca in figura 1.13.

e Fazorul spatial y avand modulul y, are

o +J'B§“.\ argumentul y; sau y,, dupa cum este raportat la
- 2 planul complex a; sau a,. El poate fi scris:
fj\ . Xm =y eJ Yy , (172)

,B/. daca se raporteaza la planul complex a;, sau:
2 y, =yelt, (1.73)
daca se raporteaza la planul complex ay.

R o4 Trecerea de la planul complex a; la pla-

Y N B U = nul complex a; se face prin relatia:
axa fixa de Y.~ (ye!") el 1) (1.74)
referinia B este unghiul cu care a fost rotit planul

Fig. 1.13. Transformari de axe ale fazorilor spatiali. complex:

P=0 -0y =7;-7;. (1.75)

In concluzie, daca planul complex este rotit in sens direct cu unghiul B, fazorul spatial rapor-
tat la planul complex rotit (yq2) se va exprima prin fazorul anterior (yq1) care se inmulteste cu ope-
ratorul ¢7*,

1.3.4. Ecuatiile masinii asincrone bifazate cu fazori spatiali
Ecuatiile tensiunilor
Dupa cum s-a precizat anterior, cuplajul magnetic dintre rotor si stator depinde de unghiul 6,
care variaza in timp (inductantele sunt functii de 6, ). Pentru a evita aceasta dificultate, se vor scrie
ecuatiile masinii bifazate cu fazori spatiali, intr-un plan complex comun d - ¢, care se roteste cu vi-
. br *jbs 1 teza or fatd de axa fixa de referintd, conform figurii 1.14.
S 3 Fazorii spatiali corespunzétori acestui plan complex co-
mun vor primi indicele suplimentar f.
Plecand de la ecuatiile (1.32) scrise sub forma:

U, = Rgigs T E\Vas
(1.76)

. d :
ubsstlbs—i—a\Vbs )

prin adunarea celor doua relatii membru cu membru si ti-
nand cont de (1.68) si (1.69), reéulté:

ES:RS lS+EYS . (1.77)
Fig. 1.14. Modelul masinii asincrone bifazate In continuare va trebui sa efectudm schimbarea
cu fazori spatiali. de axe ale fazorilor spatiali corespunzétori tensiunii, cu-

rentului i fluxului statoric. Fazorii spatiali din relatiile (1.68) si (1.69) sunt raportati la un plan
complex solidar cu statorul, deci fix in spatiu. Unghiul a; din figura 1.13 si relatia (1.75) este zero.
Daca acesti fazori se raporteaza la sistemul d - g, B = o - o, = 0r. Un fazor statoric raportat la siste-
mul d - g devine:

Ve =Yoo, (1.78)
din care exprimand y; pentru cele trei marimi statorice se obtine:
Ug = Ugg ej O ’
i el (1.79)
R edOr



Inlocuind aceste expresii in (1.77), se ajunge la forma:

; . i, d o (. . d . d :
upe' % =Rg lfsejeera(\l_’fseJef)—(Rs lfs+anS+J\|_’fSaefj el (1.80)

dar d(6y)/dt = wy, viteza unghiulari a sistemului d - ¢. Dupa simplificare cu /"
., d .
gfs:RSIfs—}_aEfs_l—waEfs ’ (1.81)
rezultd ecuatia tensiunii statorice (1.81) cu fazori spatiali, In care ultimul termen a aparut datorita
schimbarii axelor.
Printr-o procedura similara celei descrise de relatiile (1.76), (1.77) se obtine ecuatia tensiu-
nilor rotorice, plecand de la ecuatia (1.32):
Er:errJ“aYr- (1.82)
Pentru a raporta fazorii rotorici la planul complex comun d - ¢, se aplica relatiile (1.73),
(1.74), (1.75) in care, conform figurii 1.13, a; = 0, (pozitia rotorului), iar a, = 0 (pozitia noului sis-
tem de axe). Asadar, § = 0¢ - 0;, iar (1.78) devine pentru rotor:
Xﬁzzre-l(ﬁrﬁr) ) (1.83)
Exprimand yg pentru tensiunile, curentii si fluxurile rotorice, rezulta:
EI‘ :Hfr ej(er'er) ,
i =i 00 (1.84)
eryfr e_](ef'er) .

Prin inlocuirea acestor expresii in (1.83), se obtine:

. : d . d d d ~
0:-0;) = 1 0r-0; — 0:-0:) |= 1 — 1 O - — 0r-0:
up el @0 =R i el )+dt[yfrej( )] |:erfr+dt\l_lfr+.]\l_[fr(dt 0f 3 Orﬂ el )-(1.85)

O i stiind cd o, = d(6;)/dt, va rezulta:

Dupa simplificarea cu
Ug = Rl T g Vi i (0 - 0r) Yy, (1.86)

unde ultimul termen apare datorita schimbarii axelor.

Atat 1n ecuatia (1.81) cat si in ecuatia (1.86), ultimul termen indica sistemul de axe la care
sunt raportati fazorii spatiali. In cazul statorului, fazorul fluxului este inmultit cu viteza unghiulara
relativa dintre sistemul de axe comun (d - ¢) si cel al marimilor statorice (solidar cu statorul). In ca-
zul rotorului, fazorul fluxului este inmultit cu viteza unghiulara relativa dintre sistemul de axe co-
mun si cel al marimilor rotorice (ar - br) care se roteste cu viteza .

Curentul de magnetizare

Din relatia generala (1.51) scrisd in complex rezulta:

Ly =Ly Thpg Tl iy s (1.87)

si luand in considerare (1.68) si (1.69):
i =ias + Jibs Tiar T Jibr s (1.88)
I, =it (1.89)

Dar cei doi curenti sunt in plane complexe diferite, din care cauza se va raporta fazorul co-
respunzator curentului rotoric la sistemul solidar cu statorul.

in =i tiel?. (1.90)
Prin aplicarea relatiei de transformare (1.74), se exprima curentul de magnetizare in planul
complex comun d — ¢:
ifszime-jef:ise-jeurire-jefeje,’ (1.91)
care conduce in final la: . o
L = Igg + g (192)
Observatie. Din relatiile de definitie (1.68), (1.69) si (1.70) rezulta ca un fazor spatial in
planul complex comun d - ¢ va avea drept componente pe cele doua axe, marimile de faza cores-
punzatoare raportate la acest referential:

I =ias T Jlges i =ige T g - (1.93)
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Expresia curentului de magnetizare (1.92) se mai poate obtine si din sistemul (1.53), daca se
inmulteste a doua ecuatie cu j si apoi se aduna cele doud ecuatii membru cu membru, aplicdnd in fi-
nal (1.93).

Ecuatiile fluxurilor

Plecand de la (1.44) si (1.45), se poate scrie:

Was = Ls ias + Lm iar COs er -Lm ibr sin er 5
Whs = Lsibs T LmiarSINO; + Linibr COS0O; - (1.54)

Se inmulteste a doua ecuatie din sistem cu unitatea imaginara j si dupa efectuarea calculelor
se ajunge la expresia fluxului statoric: .

W, =Lsigt Lmi e . (1.95)

Pentru deducerea expresiei fluxului rotoric se pleaca tot de la (1.44), aplicand (1.45):

War = L; iar + Lm ias COsS er + Lm ibs sin er ;

Wor = Lribr - LmiasSIN0; T Liips €OSO; - (1.96)
Procedand analog ca in cazul fluxurilor statorice se ajunge la expresia:
gr:Lrir—'_Lmise-Jer . (1.97)

Fluxul statoric si respectiv rotoric se vor raporta la referentialul comun prin procedeul deja
cunoscut: ' ' ' '
P =W e IO =i e IO+ i el0 e 0 ; (1.98)
Efr :gre'J(GrGr) = Lrire'J(Grer) + Lmise-JGre'J(erer) ,
pentru ca in final s se obtina: ) )
Efs =Ls lg *Lm g
gfr =L: ifr TLm ifs ’
sau in functie de inductantele de scapari:
We = Losipg T L (g Hig )
W5 =Lorig T L (ig +ig ) - (1.100)
Dar Wiss = Losios este fluxul de scapari statoric, Wi = Lorior este fluxul de scapari rotoric, iar
Wim = Liim este fluxul de magnetizare, relatia (1.100) se poate scrie sub forma:
gfs - 1f(s s +£fm )
Ye=¥eor T ¥ - (1.101)

—1Ir

Relatiile (1.99) si (1.101) confirma inca o datd si sub forma fazoriald cd modelul in referen-
tialul comun d - ¢ prezintd avantajul unor coeficienti constanti in ecuatiile de functionare ale masi-
nii, deoarece fluxurile exprimate in acest referential nu mai depind de pozitia rotorului (0;), ca in
(1.95) 51 (1.97).

Utilizarea modelului cu fazori spatiali reduce numarul de ecuatii care descriu functionarea
masinii, fapt avantajos atat in cazul masinii bifazate, cat mai ales in cazul maginilor trifazate sau po-
lifazate. Reprezentarea simbolica a masinii folosind fazorii spatiali intr-un referential comun d - ¢
este prezentatd in figura 1.15.

+j
+or $

’)}
N,
"\

(1.99)

Fig. 1.15. Modelul masinii asincrone cu fazori spatiali, intr-un referential comun d — g.
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Efectul comun al tuturor fazelor statorice si respectiv rotorice este continut in marimile fazo-
riale ale infasurarii statorice si respectiv ale infasurarii rotorice, singurele prezente in referentialul
comun.

Puterea electrica

Expresia puterii electrice instantanee (1.54) si relatiile de definitie (1.67) ... (1.69), permit
scrierea puterii cu fazori spatiali: . i

p=Re(ugj;tui,), (1.102)
in care i', reprezinta valorile conjugate ale fazorilor is,. Prin operatia de raportare la planul com-
plex comun, puterea electrica instantanee va avea forma:

p=Re (ugip+ugig) - (1.103)

Cuplul electromagnetic

In expresia puterii electrice (1.103), se inlocuiesc tensiunile din relatiile (1.81) si (1.86). Se
tine seama de expresiile fluxurilor (1.99) ... (1.101) si de:

ifsifs - ifs ’ ifrifr - ifr : (1 . 104)

Se poate scrie pentru puterea electrica sub forma:

. . + d + d +  d
p= Re (Rslgs + er%r) +tRe (1fs agfcc+lfragfcc+ lfmagfmj + (1.105)

*Re |- jorPgiy) ¥ Re | Jor (Frig+ ¥pig ),
in care primul termen reprezinta pierderile prin efect Joule-Lenz:

p;=Re (R4} + Rii3). (1.106)
al doilea termen reprezinta pierderile in fierul masinii produse de variatia fluxurilor:
Pp.=Re ﬁfs)’ (1.107)
al treilea termen este puterea mecanicd a masinii, care contribuie la realizarea cuplului:
pm=Re ( Jor Yy ): Im (wf Efrifr)’ (1.108)
iar ultimul termen: ‘ . .
ps=Re [J of (gfslfs TWalg )]: 0, (1.109)

este zero, fiind pur imaginar.
Luénd in considerare expresiile fluxurilor (1.99) ... (1.101), puterea mecanicd se mai poate
scrie sub formele: . . .
P = Im ((Dr Limniglg ): Im ((Drifmifs) =Im ((Drgfsifs) . (1.110)
Dar puterea mecanica, pentru o masind cu p perechi de poli, se mai poate scrie in functie de
cuplul electromagnetic: o
Pm‘M?- (1.111)
Inlocuind in (1.111) expresiile puterii mecanice din (1.108) si (1.110), se obtine cuplul elec-
tromagnetic instantaneu exprimat:
- in functie de marimile rotorice:

M=pIm [2;i;): (1112)
- in functie de curenti: .

M=pLyIm ﬁfsiﬁ); (1.113)
- in functie de marimile statorice:

M=pIm @jisifs); (1.114)
- in functie de fluxul de magnetizare: .

M=pIm ‘meifs); (1.115)

sau:
M=pim (¥, ) (1.116)

Fiecare din formele cuplului: (1.112) ... (1.116), poate fi scrisa si sub forma de produs vecto-
rial. De exemplu, relatia (1.114) poate fi scrisa ca produs vectorial sub forma:
unde modulul cuplului este: o
M =p i, sinf, (1.118)
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B fiind unghiul dintre fazorii corespunzatori fluxului i curentului, iar ¥ si iy modulele fazorilor res-
pectivi. Deoarece nici una din marimile din (1.118) nu depinde de sistemul de axe, nu s-a mai folo-
sit indicele f. Aceasta Inseamna ca expresia scalara a cuplului nu depinde de sistemul de axe ales.

In cazul in care se alege un sistem de axe orientat dupa una din cele patru componente ale
marimilor care intervin, formele (1.112) ...(1.116) se vor reduce la un singur temen. Pentru o anu-
mita forma a cuplului, existd patru sisteme preferentiale de axe, in care expresia cuplului se simpli-
fica. Acest lucru este valorificat in sistemele de reglare cu orientare dupa camp.

Precizare. Si in cazul modelului cu fazori spatiali intr-un referential comun d — ¢ (figura
1.15), s-a preferat reprezentarea simbolica a celor doud faze complexe ale maginii. Aceste faze au
fost reprezentate in axa reald d a planului complex unic d — ¢, pentru a sugera faptul ca ecuatiile de
functionare se scriu intr-un referential comun. In realitate, cele doua faze complexe (statorica si ro-
toricd), urmaresc pozitia celor doi fazori (statoric si rotoric), care se modifica in timp fata de axa fi-
xd de referintd, fazorii rdmanand coliniari unul in raport cu celalalt.

Transformarile aplicate modelului matematic al masinii asincrone trifazate au avut ca scop
final obtinerea modelului cu fazori spatiali. Asa dupa cum se poate urmari sintetic in figura 1.16, s-a
folosit ca etapa intermediard modelul bifazat al masinii.

Sistem trifazat Sistem bifazat Sistem bifazat in
referential comun d - q

Transformari
de axe

[TA®)]
[TA®-60)]
as < 4

[TA®-6)]
[TA@)"

de faze

axa fixa de
referinta

Definire fazori T Descompunere
spatiali fazori spatiali
bs

br + f

X .

Transformari
de axe

Qp

axi fixa de
referinta

Model cu fazori spatiali

Model cu fazori spatiali . .
in referential comund - q

Fig. 1.16. Etapele parcurse pentru obtinerea modelului masinii asincrone trifazate cu fazori spatiali.

Folosirea modelului bifazat al masinii asincrone trifazate ca etapa intermediara are motivatii
bine fundamentate. Un prim motiv, cu pronuntat caracter didactic, este acela al intelegerii sensului
fizic al transformarilor de faze si mai apoi a transformarilor de axe (de coordonate). Un alt motiv es-
te acela al utilizarii in multe aplicatii a modelului bifazat al masinii, model valabil atat pentru masi-
na trifazata, cat si pentru magina bifazata si in anumite cazuri pentru masina monofazata. Chiar daca
aceastd cale este mai laborioasad prin multitudinea ecuatiilor prezentate, abordarea, intelegerea si in
cele din urma utilizarea ei se dovedeste a fi mai ilustrativa, intuitiva si accesibila.

Din punct de vedere matematic, atdt modelul bifazat, cat si modelul cu fazori spatiali Intr-un
referential comun d — ¢ reprezintd modele cu coeficienti constanti ale masinii trifazate, inductantele
de cuplaj dintre rotor si stator nedepinzand de pozitia variabila 1n timp a rotorului. Avantajul evi-
dent al modelului cu fazori spatiali il constituie faptul ca pentru fiecare armatura (stator sau rotor),
se scrie o singurd ecuatie fazoriala in loc de doua. Similitudinea celor doud modele este clara daca
se observa ca ecuatiile corespunzatoare componentelor fazorilor pe cele doua axe (reald si imagi-
nard) sunt la fel cu ecuatiile marimilor de pe cele doud axe ortogonale ale modelului bifazat.

21



Modelul cu fazori spatiali al masinii asincrone trifazate se poate obtine si direct, fard a trece
prin faza intermediard a modelului bifazat Tn marimi de faza. Pentru aceasta, se considerad efectul
cumulat al solenatiilor celor trei infasurari de faza (statorice respectiv rotorice). Dupad cum s-a men-
tionat anterior, solenatiile si fluxurile magnetice sunt proportionale cu curentii (de care difera prin
marimi scalare: numarul de spire w si respectiv inductanta L), din care cauza efectul cumulat al so-
lenatiilor sau fluxurilor magnetice corespunzatoare celor trei faze poate fi studiat prin efectul cumu-
lat al celor trei curenti de faza care primesc caracter de vectori spatiali (subcapitolul 1.3.1). Pentru
infasurarile de fazad statorice, principiul definirii fazorului spatial statoric este prezentat in figura

1.17.
ps|

Fig. 1.17. Definirea fazorului spatial de curent pentru infasurarile statorice.

Unui curent ce parcurge o infasurare oarecare de faza ii corespunde intotdeauna un vector
spatial de directie fixa, coliniard cu axa magnetica a acelei infasurarii, iar lungimea si sensul acelui
vector sunt impuse de valoarea instantanee a curentului Tn momentul considerat. Daca valorile ins-
tantanee ale curentilor ce parcurg cele trei infasurari da faza statorice sunt iy, ips $1 ics, atunci vecto-
rii spatiali corespunzatori vor fi: i, ips $1 Ics. In spatiu, directia vectorilor i s, s $1 i.s este datd de po-
zitia Infasurarilor statorice parcurse de acesti curenti. La masina de constructie obisnuitd, cu sime-
trie cilindrica, toti vectorii spatiali sunt continuti intr-un plan perpendicular pe axa masinii, avand
fiecare o directie fixd. Valorile lor absolute (lungimile vectorilor) si sensurile lor variaza in functie
de legea de variatie in timp a curentilor. Asupra acestei legi de variatie nu se pune nici o restrictie.
Curentii de faza pot evolua in timp dupa orice lege (sinusoidal, aperiodic, cu valori constante in
timp sau combinatii ale acestora).

Faptul ca vectorii curentilor de fazd au pozitii bine determinate in spatiu, permite exprimarea
acestora prin numere complexe. Considerand axa reald a sistemului de coordonate coliniara cu di-
rectia axel magnetice a infasurdrii as, vectorii spatiali corespunzatori celor trei faze statorice vor a-
vea forma:

. : .. 2 .
Las Tlas > lps =8Ibs; 1= 2 “lcs » (1.119)
in care:
a:ej(zn/z):_lﬂﬁ; a2:ej(4ﬂ/3):e—j(2ﬂ/3):_l_j£, (1.120)
- 2 2~ 2 2

poartd numele de operator de rotatie.

Pentru a pune 1n evidentd efectul rezultant al actiunii cumulate a celor trei vectori de curent,
trebuie sa-1 insumam vectorial, conform figurii 1.17. Se va obtine vectorul trifazat de curent stato-
ric: ) S 2

Iy =Lt F 1l =last A ips a2 igs - (1.121)

In functie de acest vector, se defineste fazorul spatial de curent statoric:

: _2(. . 2. )
ls_glas"'@'lbs"'@ “les) - (1.122)

Semnificatia factorului de proportionalitate 2/3 din relatia de mai sus a fost explicata n sub-
capitolul (1.2.1).
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Din relatia de definire a fazorului spatial statoric (1.122), rezultd cd daca asupra evolutiei in
timp a celor trei curenti statorici i, iss $1 ics NU S€ pune nici o conditie, atunci valoarea si directia n
spatiu a fazorului spatial i; vor fi determinate de modul de variatie in timp a curentilor din cele trei
faze. Trebuie de mentionat faptul ca prin Tnsumarea vectorilor spatiali ai celor trei curenti de faza se
va obtine un vector rezultant corect, numai daca distributia spatiald a campului magnetic de-a lun-
gul intrefierului este sinusoidald. Luandu-se 1n considerare numai fundamentala cAmpului magnetic,
analiza proceselor de baza nu va fi afectatd de erori.

Atat vectorul spatial, cat si fazorul spatial al unei infasurari trifazate poate fi definit si pentru
armonici de ordin superior, care apar datorita distrubutiei nesinusoidale a solenatiei de-a lungul in-
trefierului, datorita neregularitatilor intrefierului (existenta crestaturilor si a dintilor), datoritd varia-
tiei in timp nesinusoidale a curentilor.

Relatia (1.122) demonstraza faptul ca cei trei curenti de faza se caracterizeaza printr-o sin-
gurd marime, fazorul spatial de curent. Acesta, conform figurii 1.17, se descompune in doud com-
ponente, una reald si una imaginara:

is:ias"'j'i[}s- (1.123)

Tensiunile de faza instantanee fiind u,, uss, $1 Ucs, se defineste fazorul spatial al tensiunii sta-

torice: b 5
Eszg(uas"l'g'ubs"*'@ 'ucs)' (1.24)

In mod similar, valorile instantanee ale fluxurilor celor trei faze fiind ¥, ¥, si ¥, fazo-
rul spatial al fluxului va fi:

2 2
iszg(\}’as"'@'\ybs"'@ '\Pcs)- (1.125)

Toate fenomenele referitoare la marimile statorile, deci si la fazorii spatiali reprezentativi ai
acestor marimi, sunt valabile si pentru marimile rotorice, pentru care se vor defini in mod analog fa-

zorii spatiali corespunzatori, dupa cum este ilustrat in figura de mai jos.

axa fixa de
referinta

axa fixa de :Vr\
referinta

Fig. 1.18. Definirea fazorului spatial de curent pentru infasurarile rotorice.

Trebuie precizat faptul ca sistemul de axe al planului complex, cand este vorba de marimile
statorice, este solidar cu statorul, deci fix in spatiu. La definirea fazorilior spatiali ai marimilor roto-
rice, se utilizeaza un plan complex a carui axa reala este coliniard cu directia axei de magnetizare a
infagurdrii fazei or a rotorului. Cele doud plane complexe sunt decalate cu unghiul 6,, variabil in
timp, deoarece rotorul se roteste cu viteza unghiulard Q,. Altfel spus, fazorii spatiali rotorici se ro-
tesc fatd de fazorii spatiali statorici cu €2,

Fazorul spatial al curentului rotoric in sistemul de coordonate solidar cu rotorul, va fi avea
expresia: o2 . -

lrzg(lar"'@'lbr"'@ '1cr)- (1.126)

Fazorul spatial al curentilor rotorici se descompune si el in doud componente, una reala si

una imaginard, conform figurii 1.18.
irziar+j'i[3r- (1127)
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Similar, se defineste fazorul spatial al tensiunii rotorice:
2 2
Hrzg(uar—i_@'ubr_"@ 'ucr)a (1.128)

precum si fazorul soatial al fluxului rotoric:

2 2
ES:E Wasta - Wpsta W) (1~129)

In general, daca notdm cu m,, m; $1 m. un sistem trifazat de marimi (curenti, tensiuni, flu-
xuri) de faza intr-o masind asincrona trifazata, fazorul spatial corespunzator acestor marimi va fi de
forma:

2 2
ms,rzg(mas,r"'@'mbs,r‘*'ﬁ 'mcs,r)a (1.130)

Prin descompunerea fazorului m dupa cele doud axe ale planului complex (indicele dupa axa
reald va fi o, iar dupd axa imaginara f3), se obtine:

mg = Mmgsr+ ] mpsyr - (1.131)
Componenta homopolara va avea expresia:
1
Mhs,r = g(mas,r + mps,r + mcs,r) - (1.132)

La compunerea fazorului spatial, conform definitiei, marimea de fazd m, ramane scalard (a-
dicd are numai componenta reald). Aceasta inseamna ca axa reald a planului complex (statoric sau
rotoric), coincide cu directia axei de magnetizare a infasurarii fazei a (statorice sau rotorice).

De remarcat este faptul ci fazorul spatial prezinti o proprietate specifici. In cazul in care
componenta homopolara este nuld, proiectiile fazorului pe cele trei axe ale fazelor constituie chiar
valorile instantanee ale marimilor considerate in faza respectiva. Daca existd componentd homopo-
lara, aceastd proprietate se pastreaza, cu precizarea ca proiectiile fazorului spatial pe cele trei axe
ale fazelor vor fi egale cu valorile instantanee ale marimilor considerate in cele treifaze, mai putin
componenta homopolara.

Dupa definirea fazorilor spatiali conform celor ardtate mai sus, modelul masinii asincrone cu
fazori spatiali va fi caracterizat prin fazori definiti in doud plane complexe diferite sau altfel spus in
doua sisteme de referintd diferite, care se rotesc unul fata de cellalt cu viteza de rotatie a rotorului.
Pentru ca ecuatiile de functionare ale masinii sa fie cu coeficienti constanti, este necesar ca fazorii
spatiali ai ambelor armaturi (ai statorului si respectiv ai rotorului) sa fie definiti intr-un sistem de re-
ferinta comun (un referential comun d — g). Acest lucru se realizeaza prin transformari de axe ale fa-
zorilor spatiali, dupa cum s-a aratat In subcapitolul (1.3.4) si ilustrat in figurile 1.15 si 1.15.

Deoarece componentele pe cele doud axe (reala si imaginara) ale unui fazor spatial fac trimi-
tere imediatd la masina asincrond bifazata, In momentul obtinerii modelului masinii asincrone trifa-
zate cu fazori spatiali, se obtine implicit modelul si masinii asincrone bifazate. Aceasta remarca per-
mite punerea 1n evidentd a modului de trecere inversa, de la modelul cu fazori spatiali la modelul cu
marimi de faza a masinii trifazate. Este evident faptul ca intoarcerea la modelul cu marimi de faza al

masinii asincrone trifazate se face prin aplicarea transformarilor de faze inverse [FI] sau [FT™.
Model cu fazori spatiali

Model cu fazgrl spatiali in referential comund - q

BI’

N
By

Sistem trifazat
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Fig. 1.19. Obtinerea directd a modelului cu fazori spatiali a masinii asincrone trifazate.

Etapele parcurse pentru a obtine modelul cu fazori spatiali a masinii asincrone trifazate fara
a explicita modelul bifazat si modul de revenire la modelul masinii asincrone cu marimi de faza.se
pot urmadri in figura 1.19.
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Concluzii cu privire la fazorii spatiali

Modelul masinii asincrone cu fazori spatiali permite studiul comportarii masinii folosind o
singura ecuatie vectoriala pentru fiecare armatura (statorica si respectiv rotoricd) in loc de trei ecua-
tii, fazorii spatiali continand atat marimile de faza cat si componentele modelului bifazat, care pot fi
obtinute prin simpla proiectare a fazorilor pe axele de coordonate. Cu toate ca reduce numarul de e-
cuatii, modelul cu fazori spatiali descrie comportarea masinii in orice regim de functionare, indife-
rent de modul de evolutie in timp a marimilor de intrare (tensiuni sau curenti).

Una dintre ipotezele pe care se bazeaza modelul cu fazori a masinii asincrone este simetria
spatiald a infasurarilor si distributia sinusoidala a acestora, conditii satisfacute cu o aproximatie des-
tul de buna de majoritatea masinilor electrice. Daca distributia spatiald a Infasurarilor se considera a
fi nesinusoidala (cum este 1n realiate), dacd se tine cont de existenta crestaturilor si a dintilor si daca
curentii care circuld prin infasurari nu sunt sinusoidali, campul magneric nu va mai avea o evolutie
sinusoidald de-a lungul intrefierului. Forma campului se descompune in serie Fourier, iar fazorii
spatiali pot fi definiti si pentru armonicile de ordin superior ale acestuia, similar cu cei definiti pen-
tru fundamentala.

Avantajul fazorilor spatiali constd in aceea ca permit modelarea nu numai a masinilor elec-
trice, ci a oricarui sistem trifazat de marimi, cum ar fi transformatoarele, retelele electrice, conver-
toarele statice de putere trifazate.

Fazorii spatiali constituie o metoda de studiu ce descrie ilustrativ comportarea masinii, per-
mitand o privire de ansamblu si o generalizare mai usoard a fenomenelor si a metodelor de reglare a
vitezei masinilor electrice.
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